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В разные годы читались разные подмножества
настоящего курса, некоторые темы — только сту-
дентам кафедры теоретической кибернетики; да-
лее предлагается самый полный вариант.

1. Понятие объекта управления. Основные цели
управления. Принцип разомкнутого управ-
ления. Управление по принципу обратной
связи. Задачи синтеза системы управле-
ния. Характеристики системы: устойчивость,
робастность, оптимальность. Математиче-
ские модели систем управления. Формальное
определение системы (объекта управления).
Стационарные системы. Линейные системы.

2. Функциональная модель ("вход-выход"). Ка-
ноническая модель в пространстве состо-
яний. Переход от канонической модели к
функциональной. Переход от функциональ-
ной модели к канонической.

3. Преобразование Лапласа. Передаточная
функция линейной стационарной системы.
Вычисление передаточной функции.

4. Управляемость и наблюдаемость конечно-
мерных канонических систем. Теорема двой-
ственности. Устойчивость и стабилизируе-
мость.

5. Основная теорема о внешней устойчивости
ЛСС.

6. Стабилизируемость, синтез стабилизирую-
щей обратной связи от состояния к управле-
нию.

7. Перемещение собственных чисел. Лемма
Шура. Лемма о перестановке. Лемма Хейн-
мана.

8. Теорема о стабилизации.

9. Стабилизируемость по выходу. Синтез обрат-
ной связи.

10. Детектируемость, теорема о детекции.

11. Построение обратной связи по выходу с по-
мощью наблюдателя.

12. Теорема о стабилизируемости по выходу.
Невырожденность передаточных функций.
Стабилизация по выходу для функциональ-
ных моделей.

13. Дискретные системы. Z-преобразование. Пе-
редаточные функции.

14. Оптимальное управление дискретными
минимально-фазовыми объектами с нерегу-
лярным возмущением, с запаздыванием, с
устойчивым многочленом при возмущении.

15. Дискретизация конечномерных ЛСС.

16. Наследование свойств в пространстве состо-
яний.

17. Дискретизация функциональных ("вход-
выход") моделей.

18. Наследование невырожденности.

19. Асимптотика нулей передаточной функции.
Наследование минимальной фазовости.

20. Оптимальное управление непрерывными
минимально-фазовыми объектами с нерегу-
лярным возмущением, с запаздыванием и
без.

21. Бесконечномерные модели. Полугруппы.

22. Стабилизируемость бесконечномерных объ-
ектов по состоянию.
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23. Стабилизируемость по выходу и невырож-
денность передаточных функций непрерыв-
ных объектов.

24. Дискретизация бесконечномерных систем.

25. Стабилизируемость и невырожденность бес-
конечномерных систем.

26. Наследование невырожденности и стабили-
зация бесконечномерных систем.

27. Теорема о малом коэффициенте.

28. Уравновешенные реализации. Лемма Ляпу-
нова. Грамианы.

29. Редукция компонент, соответствующих нуле-
вым диагональным блокам грамиана управ-
ляемости и грамиана наблюдаемости.

30. Теорема об одновременном приведении.
Уравновешенная реализация для минималь-
ной реализации.

31. Кронекеровские произведение и сумма.
Уравнение Сильвестра.

32. Редукция (уменьшение размерности) модели
посредством усечения сбалансированной ре-
ализации.

33. "Полулинейная" теорема о малом коэффи-
циенте. Круговой критерий.

34. Постановка задач управления для нелиней-
ных систем.

35. Линейные системы и линеаризация. Синтез
через линеаризацию. Стабилизация по выхо-
ду через линеаризацию.

36. Интегрирующая обратная связь.

37. Линеаризация "вход-состояние".

38. Обратные связи по состоянию. Интегрирую-
щая обратная связь.

39. Линеаризация "вход-выход". Backstepping.

Понятие объекта управления.
Объект управления (система):

s(·) = A[e(·)]- -e(t)
вход

s(t)
выход

e(·), s(·) — сигналы (входной и выходной,
e(t) ∈ Rm, s(t) ∈ Rk), A — динамический
оператор.

Объект управления со многими входами
и выходами:

e =




e1

e2

...
em1

em1+1

...
em1+m2

...
em1+...+mp−1+1

...
em1+...+mp








e1 ∈ Rm1





e2 ∈ Rm2





ep ∈ Rmp

=




e1

e2
...
ep


 .

A

- -ep(t)
sq(t) ∈ Rkq

- -e2(t)
s2(t) ∈ Rk2

- -e1(t)
s1(t) ∈ Rk1

...
...

Типичное ролевое деление входов и вы-
ходов на блоки:

A

u Управление
-

ξ
Внешний вход
(возмущение)

-

z
Измеряемый
выход

-

y
Регулируемый
выход

-
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Основные цели управления:

y(·) ≡ y0 = const — стабилизация, y(·) ≡ y0(·) —
слежение.

Принцип разомкнутого управления.

Объект y(·) = A[u(·)], цель y(·) ≡ y0(·),
A[u(·)] = y0(·) ⇒ u(·) = A−1[y0(·)]

— программное управление:

Система
управления
(регулятор)

Объект
управленияy0(·) - u(·)- y(·)-

Отсутствие измерений результата подразуме-
вает

1. Точное знание A (реальный объект должен
совпадать с номинальным).

2. Осутствие внешних входов или их точное
знание.

Пример — тостер. Контрпример — автомобиль.

Управление по принципу обратной связи.

Система управления L
(обратная связь)

Объект управления Aξ

Внешний вход
-

-

u

Управление Измерение
z¾

- y

Регулируемая
величина

Требуемое
значение

¾ y0

Предположим, что объект управления и обрат-
ная связь линейны:

y = Ayu(u) +Ayξ(ξ),

z = Azu(u) +Azξ(ξ),

u = Luzz + Luy0y0.





(1)

Рассмотрим задачу отслеживания задающего
воздействия y0 с подавлением возмущения ξ. Из

(1) следует, что

y = Byξ(ξ) + Byy0(y0).

Задача будет решена, если так выбрать Luz и Luy0 ,
чтобы Byξ = 0, Byy0 = I (I — единичный опера-
тор). Вычислим Byξ и Byy0 :

u =LuzAzu(u) + LuzAzξ(ξ) + Luy0(y0) ⇒

u =(I − LuzAzu)
−1LuzAzξ(ξ)+

+ (I − LuzAzu)
−1Luy0(y0) ⇒

y =[Ayu(I − LuzAzu)
−1LuzAzξ +Ayξ]︸ ︷︷ ︸

Byξ=0

(ξ)+

+ [Ayu(I − LuzAzu)
−1Luy0 ]︸ ︷︷ ︸

Byy0=I

(y0).

Задачи синтеза системы управления.

L

A
ξ -

-

u

⇔

z¾

- y

BAL- -ξ y

Характеристики системы.

1. Устойчивость: ξ(·) ≈ 0 ⇒ y(·) − y0(·) ≈ 0
— стабилизация, стабилизирующая система
управления.

2. Робастность: ‖A−A0‖ ≤ ∆ ⇒ BA,L — устой-
чива, где A0 — известная номинальная мо-
дель.

3. Оптимальность: minL∈L supξ∈Ξ ‖BA,L(ξ)−y0‖,
где L — класс всех стабилизирующих регуля-
торов, Ξ — известный класс возмущений.

Математические модели систем управле-
ния.

1. Груз на пружине:
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Масса M

K

?
u

Вязкое
трение b

*

Начало
координат
в точке
равновесия

?

6

y

Mÿ =u−Ky − bẏ ⇔
Mÿ+bẏ + Ky = u, y(0) = y0, ẏ(0) = y1

y(·) =B[u(·), y0, y1],

[y(t), ẏ(t)] — состояние в момент t.

2. Электрическая цепь:

↑ R
u = i
вход L C

6

?

y = v — выход

y

R
+ Cẏ +

1

L

∫ t

0

y(s) ds = u.

3. Маятник:
..................................................... 6y

?

-......................
......................

..
.........
...

M

Mg

u

.........
.........
.....y

y

ML2ÿ = −MgL sin y + u cos y

Линеаризация: |y| < π/4 ⇒ sin y ≈ y, cos y ≈
1 ⇒

ÿ +
g

L
y =

1

ML2
u

4. Два груза на пружине с трением:

M2

?

6

x

M1

?u

?

6

y

b1 K

b2

Точка
отсчета —
положение
равновесия

{
M1ÿ + (b1 + b2)ẏ − b2ẋ = u,
M2ẍ + b2ẋ + Kx− b2ẏ = 0

(2)

Состояние: (x, ẋ, y, ẏ)

5. Система с распределенными параметрами:

6x

- θ
?

6

x(t, θ)
1
2

?

6
θ

?

6
u

1

y





∂2x/∂t2 = a2∂2x/∂θ2, θ ∈ [0, 1], t ≤ 0,
x(t, 0) = 0, x(t, 1) = u(t), x(0, θ) = x0(θ),

∂x
∂t

(0, θ) = x1(θ)
y(t) = x(t, 1

2
).

⇔ y(·) = B[u(·), x0(·), x1(·)]

Состояние [x(t, ·), ∂x(t, ·)/∂t] — пара функ-
ций.

Формальное определение системы
(объекта управления).

x — состояние- -e(·)
вход

s(·)
выход

Сигнал σ : [t0,∞) → Σ , t0[σ(·)] := t0 — на-
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чальный момент сигнала.

[ e(·),
↑

входной
сигнал

x0

↑
начальное
состояние

]
A−→ [ s(·),

↑
выходной
сигнал

x(·)
↑

эволюция
состояния

].

x0 ∈ X0 — множество состояний (обычно Rn или
пространство функций),

e(·) ∈ E — множество допустимых входных сиг-
налов,

s(·) ∈ S — множество выходных сигналов,

x(·) ∈ X — множество эволюций — функций со
значениями в X.

Определение. Система — это оператор A :
E ×X0 → S ×X A[e(·), x0] = [s(·), x(·)], облада-
ющий следующими свойствами:

1. Согласование сигналов:

t0[s(·)] = t0[x(·)] = t0[e(·)] =: t0.

2. Транзитивность:

A[e|[t1,∞), x(t1)] = [s|[t1,∞), x|[t1,∞)].

3. Неупреждаемость: если A[ei(·), x0
i ] =

[si(·), xi(·)] при i = 1, 2, то

e1(t) = e2(t)∀t ∈ [t0, t1],

t0[e1] = t0[e2] =: t0,

x0
1 = x0

2





⇒





s1(t) = s2(t),

x1(t) = x2(t)

∀t ∈ [t0, t1].

Стационарные системы.

Сдвиг сигнала во времени:

e(·) : [t0, +∞) → Σ, τ ∈ R 7−→ eτ (t) := e(t + τ),

t ∈ [t0 − τ, +∞)

Определение. Система A стационарна, ес-
ли

1. e(·) ∈ E ⇒ e(·) ∈ E ∀τ ∈ R.
2. A[eτ (·), x0] = [sτ (·), xτ (·)], где A[e(·), x0] =

[s(·), x(·)].

Если e(·) начинается в нуле, то e−τ (·) начина-
ется в τ . Можно ограничиться сигналами, начи-
нающимися в нуле:

0

E= {e(·) ∈ E : t0(e) = 0}.

Тогда сдвинутый направо сигнал нужно как-то
доопределить — например, нулем.

Определение. Стационарная система ли-

нейна, если X0,
0

E,
0

X,
0

S — линейные простран-

ства и оператор A :
0

E ×X0 →
0

S ×
0

X линеен.
Бывают вещественные и комплексные систе-

мы.

Распространенные типы линейных
стационарных систем.

1. Функциональная модель ("вход-выход").
Скалярный случай.

- -e s

e, s ∈ R

a0s
(p) + a1s

(p−1) + . . . + aps =

= b0e
(q) + b1e

(p−1) + . . . + bqe,

ai ∈ R 3 bj, a0 6= 0 6= b0,

s(0) = s0, . . . , s
(p−1)(0) = sp−1.

E — все q раз дифференцируемые скалярные сиг-
налы.

S — все p раз дифференцируемые скалярные сиг-
налы.

x0 = (s0, s1, . . . , sp−1) ∈ Rp = X0.

X = {x(·) = [s0(·), . . . , sp−1(·)]},

s0(·) — p раз дифференцируемая функция,

s1(·) — p− 1 раз,

...

s0(·) — дифференцируемая функция,

x(t) = [s(t), ṡ(t), . . . , s(p−1)(t)].
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Система стационарна и линейна.
Сокращенная запись:

a(λ) = a0λ
p + . . . + ap, b(λ) = b0λ

q + . . . + bq,

a(d/dt) := a0
dp

dtp
+ . . . + ap,

a(d/dt)s = b(d/dt)e — примеры 1–3.

2. Функциональная ("вход-выход") модель.
Векторный случай.

a0s
(p) + a1s

(p−1) + . . . + aps =

= b0e
(q) + b1e

(p−1) + . . . + bqe,

ai ∈ Rk×k (k × k − матрицы ), bj ∈ Rk×m,

det a0 6= 0,

s(0) = s0, . . . , s
(p−1)(0) = sp−1.

Матричные многочлены можно рассматривать
как матрицу из многочленов или как многочлен с
матричными коэффициентами. Покомпонентная
запись:

a11(d/dt)s1 + a22(d/dt)s2 + . . . + a1k(d/dt)sk =

= b11(d/dt)e1 + . . . + b1m(d/dt)em,

...
a11(d/dt)s1 + a22(d/dt)s2 + . . . + a1k(d/dt)sk =

= b11(d/dt)e1 + . . . + b1m(d/dt)em,

aij(λ) — многочлены степени ≤ p, bij(λ) — много-
члены степени ≤ q.

3. Функциональная ("вход-выход") модель
с запаздыванием. Для простоты — скаляр-
ный случай.

a(d/dt)s(t)+a(d/dt)s(t− τ) =

= b(d/dt)e(t) + b(d/dt)e(t− τ)︸ ︷︷ ︸
f(t)

, τ > 0.

s(t) = s0(t) ∀t ∈ [−τ, 0], s0(·) — заданная функ-
ция.

Метод припасовывания:

-
0−τ τ 2τ t

a(d/dt)s(t) =

известно︷ ︸︸ ︷
f(t)− a(d/dt)s(t− τ)︸ ︷︷ ︸

M
Начальные

данные




s(0 + 0) = s0(0− 0),
ṡ(0 + 0) = ṡ0(0− 0),
. . .

s(p−1)(0 + 0) = s
(p−1)
0 (0− 0),

Начальное состояние — пара функций s0(·) :
[−τ, 0] → R и e0(·) : [−τ, 0] → R. Состояние в
момент t — пара функций (s0(·)|[t−τ,t], e0(·)|[t−τ,t].

4. Каноническая модель в пространстве со-
стояний

x ∈ Rn

состояние
- -e(·) y(·)

e(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rk.

ẋ = Ax + Be,

y = Cx + De,

где A,B, C,D — матрицы соответствующих раз-
мерностей.

[e(·), x0 ∈ Rn]
ẋ=Ax+Be−−−−−−→
x(0)=x0

x(·) y=Cx+De−−−−−−→ y(·)

На самом деле, все функциональные модели неяв-
но подразумевают модель в пространстве состоя-
ний — иначе негде было бы взять существование
и единственность решения.

Приведение примера 4 к канонической форме:
u — вход, y — выход,

{
M1ÿ + (b1 + b2)ẏ − b2ẋ = u
M2ẍ + b2ẋ + Kx− b2ẏ = 0.

x = (z1, z2, z3, z4) ∼ (y, ẏ, x, ẋ) ⇒




ż1 = z2,
ż2 = − b1+b2

M1
+ b2

M1
z4 + u

M1
,

ż3 = z4,
ż4 = − b2

M2
z4 − K

M2
z3 + b2

M2
z2.

⇔

ż = Az + Bu, y = Cz + Du,
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где

A =




0 1 0 0
− b1+b2

M1
0 0 b2

M1

0 0 0 1
0 b2

M2
− K

M2
− b2

M2


 , B =




0
1/M1

0
0


 ,

C = (1, 0, 0, 0), D = 0.

Приведение примера 4 к функциональной
модели

{
M1ÿ + (b1 + b2)ẏ − b2ẋ = u
M2ẍ + b2ẋ + Kx− b2ẏ = 0.

,

u — вход, y — выход. Продифференцируем первое
уравнение

ẋ =
M1

b2

ÿ +
b1 + b2

b2

ẏ − u

b2

⇒

ẍ =
M1

b2

...
y +

b1 + b2

b2

ÿ − u̇

b2

и подставим полученные выражения во второе:

M1M2

b2

...
y + M2

b1 + b2

b2

ÿ − M2

b2

u̇+

+ M1ÿ + (b1 + b2)ẏ − u + Kx− b2ẏ = 0 ⇒

M1M2

b2

y(4) + (M2
b1 + b2

b2

+ M1)y
(3)+

+ b1y
(2) + K ẋ =︷ ︸︸ ︷

M1

b2

ÿ +
b1 + b2

b2

ẏ − u

b2

M2

b2

u(2) + u̇,

откуда

M1M2

b2

y(4) + (M2
b1 + b2

b2

+ M1)y
(3) + (b1 + K

M1

b2

)y(2)+

+ K
b1 + b2

b2

ẏ =
M2

b2

u(2) + u̇ +
u

b2

.

Начальные данные:



y0

y1

x0

x1


 →





y(0) = y0,
ẏ(0) = y1,

y(2)(0) = − b1+b1
M1

y1 + b2
M1

x1 + u(0)
M1

,

y(3)(0) = ϕ[u(0), u̇(0), y1, x1]− b2K
M1M2

x0,

где ϕ(·) — линейная функция, значения u(0), u̇(0)
заданы.

Переход от канонической модели к функ-
циональной.

Пусть задана каноническая модель

ẋ = Ax + Be,

s = Cx + De, x(t) ∈ Rn, e(t) ∈ Rm, s(t) ∈ Rk.

Требуется отыскать такие матричные многочле-
ны a(λ), b(λ), что

a(d/dt)s = b(d/dt)e.

Обозначим α(λ) = det(λI − A) = λn + α1λ
n−1 +

· · ·+ αn, т.е. α0 = 1.
Теорема. Существует такой k×m-матрич-

ный многочлен b(λ),что

α(d/dt)s = b(d/dt)e

для любого n раз дифференциремого сигнала e(·).
Доказательство. Используем тождество Кэ-

ли:

α(A) = An + α1A
n−1 + . . . + αnI = 0

Для произвольного многочлена

f(λ) = f0λ
p + f1λ

p−1 + . . . + fp

определим

f(1)(λ) =[f(λ)− f(0)]/λ = f0λ
p−1+

+ f1λ
p−2 + . . . + fp−1,

f(d)(λ) =(f(d−1)(λ))(1), d = 2, 3, . . . , p,

f(p)(λ) =1.

Продифференцировав n раз каноническое урав-
нение, умножим строки на коэффициенты α(λ) и
сложим:

αn× x = x,

αn−1× ẋ =Ax + Be,

αn−2× ẍ =Aẋ + Bė =

=A2x + ABe + Bė,

αn−3× ...
x =Aẍ + Bë =

=A3x + A2Be + ABė + Bë,

...

α0× x(n) =Anx + An−1Be + An−2Bė + . . . +

+ Be(n−1),
∑

⇒



8

α(d/dt)x =α(A)︸ ︷︷ ︸
0

x + α(1)(A)Be + α(2)(A)Bė+

+ . . . + α(n)(A)Be(n−1) ⇒
α(d/dt)y =α(d/dt)[Cx + De] =

= Cα(d/dt) + Dα(d/dt)e =

= [Cα(1)(A)B + αnD]e + [Cα(2)(A)B + αn−1D]ė+

+ . . . + [Cα(n)(A)B + α1D]e(n−1) + De(n).

Следствие: deg α = deg b ⇔ D 6= 0.
Эквивалентнрость? Скалярный случай:




s0

s1
...

sn−1


 = C




I
A
A2

...
An−1




︸ ︷︷ ︸
rank =n

x0 + Ξ
не

важно




e(0)
ė(0)
...

e(n−1)(0)


 .

Векторный случай?

Переход от функциональной модели к ка-
нонической

Ограничимся скалярным случаем.

a(d/dt)s = b(d/dt)e, deg a ≥ deg b,

a(λ) = λn + a1λ
n−1 + an, b(λ) = b0λ

n + b1λ
n−1 + bn.

ẋ = Ax + Be,
s = Cx + De.

? A,B,C,D не зависят от e, s

Обозначим C = [1, 0, . . . , 0], D = b0,

x0 = s− b0e,
x1 = ṡ− b0ė + a1s− b1e,
x2 = s̈− b0ë + a1ṡ− b1ė + a2s− b1e,

...

x=




x0

x1
...

xn−1


,

xn−1 = s(n−1) − b0e
(n−1) + . . . + an−1s− bn−1e,

b=




b1 − a1b0

b2 − a2b0
...

bn − anb0


, A=




−a1 1 0
−a2 0 1 0
... . . .

−an−1 1
−an 0




Тогда

s = x0 + b0e = Cx + De ,

ẋ0 =ṡ− b0ė = x1 − a1s + b1e =

=x1 − a1x0 + (b1 − a1b0)e,

ẋ1 =s̈− b0ë + a1ṡ− b1ė =

=x2 − a2s + b2e = x2 − a2x0 + (b1 − a2b0)e,

...
ẋn−2 =xn−1 − an−1x0 + (bn−1 − an−1b0)e,

ẋn−1 =(s(n) + a1s
(n−1) + . . . + an−1ṡ)−

− (b0e
(n) + . . . + bn−1ė) = −ans + bne =

=− anx0 + (bn − anb0)e,

то есть ẋ = Ax + Be , что и требовалось.

Преобразование Лапласа.

Функция z(·) : R+ → Ck допускает преобразова-
ние Лапласа, если

∃ρ ∈ R : e−ρtz(t) ∈ L1,

z̃(λ)
def
=

∫ ∞

0

e−λtz(t)d(t), λ ∈ Hρ = {λ : Reλ > ρ},

z̃(·) = Z(·) = L[z(·)] ⇔ z̃(·) : Z(·) ⇔ Z̃(·) ; z(·).

Аналитическое продолжение: eρt : 1/(λ− ρ).
Единственность: L[z1(·)] = L[z2(·)] ⇔ z1(·) =

z2(·).
Обратное преобразование:

z(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
eλtZ(λ)dλ, σ > ρ.

Внезапные и мягкие входные сигналы.

x(·)- -
6

-
e(·) s(·) 0 t

e 6
-

0 t

e

внезапный мягкий
E — множество входных сигналов,

0
eτ (t) =

{
e(t− τ), если t ≥ τ
0, если t ∈ (0, τ).

Сигнал e(·) — мягкий def⇔ 0
eτ (·) ∈ E ∀τ < 0.
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Свойства преобразования Лапласа: линей-
ность,

ż(t) : λZ(λ)(для мягких),
z(t− τ) : e−τλZ(λ),

eαtz(t) : Z(λ− α),

z1 ∗ z2 : Z1Z2,

и прочее.

Передаточная функция линейной стацио-
нарной системы.

Теорема (очень ∼ !) о мультипликаторе. Ес-
ли линейная стационарная система имеет до-
статочно богатое множество входных сигналов
и ее динамический оператор A непрерывен, то
для любого мягкого входного сигнала e, допуска-
ющего преобразование Лапласа, справедливо ра-
венство

s̃(λ) = Φ(λ)ẽ(λ).

Здесь s̃(·) = A[e(·), 0], а (dim s× dim e)−матрица
Φ(λ) аналитична в некотрой полуплоскости Hρ

и не зависит от e.
Определение. Функция Φ(λ) (и любое ее ана-

литическое продолжение) называется переда-
точной функцией системы.

Если в случае векторных входа и выхода
передаточная матрица разбита на прямоуголь-
ные блоки Φij(λ), то они служат передаточными
функциями от j−го входа к i−тому выходу.

Вычисление передаточной функции.

Общее правило: заменить в уравнении системы
производную по времени на переменную Лапласа
λ и решить уравнение относительно выхода.

1. Функциональная модель:

a(d/dt)s = b(d/dt)e ⇒ s̃ = a−1(λ)b(λ)ẽ ⇒
Φ(λ) = a−1(λ)b(λ)

2. Каноническая модель:{
ẋ = Ax + Be,
s = Cx + De

⇒
{

λx̃ = Ax̃ + Bẽ,
s̃ = Cx̃ + Dẽ

⇒
{

x̃ = (λI − A)−1Bẽ,
s̃ = [C(λI − A)−1B + D]ẽ

⇒

Φ(λ) = C(λI − A)−1B + D

Следствие: Любая дробно-рациональная
матричная функция является передаточной
для некоторой функциональной модели; любая
правильная дробно-рациональная матричная
функция является передаточной для некоторой
канонической модели.

Пример 4.
{

M1ÿ + (b1 + b2)ẏ − b2ẋ = u
M2ẍ + b2ẋ + Kx− b2ẏ = 0,

x(0) = ẋ(0) = y(0) = ẏ(0) = 0, Φyu = ?

[M1λ
2 + (b1 + b2)λ]ỹ(λ)−
−b2λx̃(λ) = ũ(λ),

∣∣∣∣× (M2λ
2 + b2λ + K)

[M2λ
2 + b2λ + K]x̃(λ)−

−b2λỹ(λ) = 0

∣∣∣∣× λb2 ⇒

{M1M2λ
4 + [M2(b1 + b2) + M1b2]λ

3+

+ [(b1 + b2)b2 + M1K − b2
2]λ

2 + (b1 + b2)Kλ]}ỹ =

= [M2λ
2 + b2λ + K]ũ ⇒

Φyu(λ) = [. . .]/{. . .}

Пример 5 (система с распределенными пара-
метрами):

6x

- θ
?

6

x(t, θ)
1
2

?

6
θ

?

6
u

1

y





∂2x/∂t2 = ∂2x/∂θ2, θ ∈ [0, 1], t ≤ 0,
x(t, 0) = 0, x(t, 1) = u(t), x(0, θ) = 0,

∂x
∂t

(0, θ) = 0
y(t) = x(t, 1

2
).

⇒ λ2x̃(λ, θ) = ∂2x̃(λ, θ)/∂θ2,

x̃(λ, 0) = 0, x̃(λ, 1) = ũ(λ).
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Решаем дифференциальное уравнение x̃′′ = λ2x̃:

x̃(λ, θ) = c1(λ)eλθ + c2(λ)e−λθ ⇒

c1(λ) + c2(λ) = 0,
c1e

θ + c2e
−θ = ũ(λ)

}
⇒ c1(λ) = −c2(λ) =

ũ(λ)

eλ − e−λ

⇒ x̃(λ, θ) =
eλθ − e−λθ

eλ − e−λ
ũ(λ) ⇒ Φ(λ) =

2

ch(λ/2)
.

Особенности:

ch(λ/2) = 0 ⇔ λ = (2ν + 1)π, ν = 0,±1,±2, . . .

Управляемость и наблюдаемость ко-
нечномерных канонических систем.

ẋ = Ax + Be, s = Cx, x ∈ Cn.

Система управляема, если ∀x0,1 ∈ Cn, ∀T > 0
найдется такой вход u0→1(·) : [0, T ] → Cm, кото-
рый за время T переводит систему из x0 в x1, то
есть из равенств x(0) = x0, u(t) = u0→1(t) следует,
что x(T ) = x1.

Теорема о критериях управляемости.
Следующие условия эквивалентны управляемо-
сти:

(Iу) Матрица R = (B, AB, . . . , An−1B) имеет
максимальный ранг.

(IIу) Равенство z∗eλAB = 0 ∀λ ∈ Λ, где z ∈ Cn,
а Λ ⊂ C — какое-нибудь множество, вклю-
чающее свою предельную точку, возможно
только при z = 0.

(IIIу) Равенство z∗(λI − A)−1B = 0 ∀λ ∈ Λ′, где
z ∈ Cn, а Λ ⊂ C — какое-нибудь множе-
ство, включающее свою предельную точку и
не включающее ни одного собственного чис-
ла A, возможно только при z = 0.

(IVу) Для любых t1 < t2 эрмитова матрица

K =

∫ t2

t1

etABB∗etA∗dt

является положительно определенной.

(Vу) Равенства A∗z = λ0z, B∗z = 0 возможны
только при z = 0.

(VIу) Для любого комплексного λ ранг матрицы
(A− λI, B) равен n.

(VIIу) Не существует такой неособой матрицы
S, что

Ã =

[
A11 A12

0 A22

]
, B̃ =

[
B1

0

]
,

где A11 ∈ Cn1×n1, B1 ∈ Cn1×m,

Ã = S−1AS, B̃ = S−1B.
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(VIIIу) Максимальный ранг имеет матрица
Q = (q1 q2 . . . qn), где qi — коэффициенты
многочлена det(λI − A) · C(λI − A)−1B.

Доказательство. Докажем цепочку импли-
каций между отрицаниями

IVу ⇒ Iу
зря⇒ IIIу ⇒ IIу

⇑ ⇓ ⇑ ⇓
упр-ть ⇐ V IIу ⇒

зря
Vу ⇐ упр-ть

а остальное рассмотрим отдельно.
IIу ⇒ упр-ть :

IIу ⇒∃z 6= 0, {λk}, Λ 3 λk → λ∗ ∈ Λ, λk 6= λ∗ :

ϕ(λ)
def
= z∗eλAB = 0 ∀λ = λk ⇒ ϕ(λ) ≡ 0

Предположим, что имеет место управляемость,
тогда ∃u(·) : x(0) = 0, x(1) = z, откуда

z ∗ z = z∗
1∫

0

esABu(t− s)ds =

1∫

0

ϕ(s)u(t− s)ds = 0

— противоречие, т.о. управляемости нет.

IIIу ⇒ IIу : z∗(λI − A)−1B ; ϕ(t)

Iу ⇒ IIIу : (λI − A)−1B = λ−1
∑

λ−kAkB

при д.б. |λ|. Матрица Ak при k ≥ n выражает-
ся через I = A0, A1, . . . , An−1 из тождества Кэли.
Поэтому

z∗(B, AB, . . . , An−1B) = 0 ⇒ z∗(λI − A)−1B = 0

вне некоторого круга.

IVу ⇒ Iу : ∃z 6= 0 : z∗Kz = 0 ⇒ z∗etAB ≡ 0.

Взяв в нуле производные, получаем z∗AkB = 0.

упр-ть⇒ IVу ⇔ IVу ⇒ упр-ть :

Достаточно перевести из x0 = 0 в произволь-
ную точку x1 за время T . Достигается при e(t) =
B∗e(T−t)AK−1x1.

Vу ⇔ V Iу , V IIу ⇒ упр-ть — очевидно

V IIIу ⇔ Iу : q1 = B, q2 = AB + a1B,

q3 = A2B + a1AB + a2B, . . . ,

qn = An−1B + a1A
n−2B + . . . + an−1B.

Т.о., матрицы R и Q связаны элементарными опе-
рациями над их столбцами, что не меняет опре-
делителя.

упр-ть⇒ V IIу : представим Cn в виде пря-
мой суммы R′ ⊕ R′′, где R′ натянуто на столбцы
R = (B,AB, . . . , An−1B), а R′′ — дополнение к R′.
Рассмотрим S = (S1, S2), где S1 = (s1, s2, . . . , sn1),
S2 = (sn1+1, sn1+2, . . . , sn), {si}n1

1 — базис в R′,
{si}n

n1+1 — базис в R′′. По тождеству Кэли R′ ин-
вариантно относительно A, поэтому

AS1 = S1A11, где A11 ∈ Cn1×n1 .

Все столбцы B лежат в R′, поэтому B = S1B1, где
B1 ∈ Cn1×m. Все столбцы матрицы AS2 разложи-
мы в базисе {si}n

1 , то есть

AS2 = S1A12+S2A22, где A12 ∈ Cn1×m, A22 ∈ Cm×m.

Поскольку столбцы матрицы S образуют базис,
она неособая, и

Ã = S−1AS =

[
A11 A12

0 A22

]
, B̃ = S−1B =

[
B1

0

]
.

V IIу ⇒ Vу : возьмем такой z2 6= 0, что A∗
22z2 =

λ0z2. Положим Z =

[
0
z2

]
, z = (S−1)∗Z, тогда

A∗z =(SÃS−1)∗z = (S−1)∗Ã∗S∗z =

=(S−1)∗Ã∗Z = (S−1)∗λ0Z = λ0z,

B∗z =B∗(S−1)∗Z = (S−1B)∗Z = B̃∗Z = 0,

что и требовалось. Теорема доказана.
Следствие 1. Если пара {A,B} управляема,

то пара {A+Bs∗, B} также управляема для лю-
бой n×m−матрицы s.

Дефект квадратной матрицы — разность меж-
ду ее порядком и рангом, поэтому дефект A−λ0I
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— это количество жордановых ящиков, соответ-
свующих собственному числу λ0.

Следствие 2. Для любого собственного чис-
ла λ0 матрицы A из управляемой пары {A, B}
дефект A− λ0I не превосходит ранга B.

Пусть {e1(·), x1(·), s1(·)} и {e2(·), x2(·), s2(·)} —
пара процессов канонической системы, заданных
на одном и том же промежутке [t1, t2].

Определение. Каноническая система (пара
матриц {A,C}) наблюдаема, если

e1(t) ≡ e2(t)
s1(t) ≡ s2(t)

}
⇒ x1(t) ≡ x2(t).

Теорема двойственности. Пара {A,C} на-
блюдаема ⇔ пара {A∗, C∗} управляема.

Доказательство. По линейности достаточно
рассмотреть случай e1,2(e) ≡ 0, x2(t) ≡ 0, s1,2(t) ≡
0. В этом случае получаем, что

0 ≡ s1(t) = e(t−t1)Ax1(t1), Cx1(t) = Ce(t−t1)Ax1(t1).

Сравнивая с IIу, завершаем доказательство.
Следствие: признаки наблюдаемости Iн –

V IIн.

Устойчивость и стабилизируемость.

Система называется устойчивой , если любое
малое возмущение входа (или — входа и на-
чального состояния) вызывает пропорциональ-
но малое возмущение выхода.

A
x — состояние

- -
e + ∆e s + ∆s

Или

A
-

-
-

e + ∆e

x0 + ∆x0

s + ∆s

Первый вариант привлекателен тем, что поз-
воляет обойтись без состояния:

Пусть

|z(·)|2 =

[∫ ∞

T (z)

|z(t)|2dt

]1/2

.

для измеримого сигнала z(·).

Система устойчива (по выходу s), если суще-
ствуют такие C > 0, δ > 0, что

T (∆e) = T (e), |∆e|2 ≤ δ ⇒ |∆s| ≤ C|∆e|2,
(то есть |A(e + ∆e, x) − A(e, x)|2 ≤ C|∆e|2) для
любого входа e ∈ E и начального состояния X.

Теорема. ЛСС устойчива ⇔

∃C : |A(e, 0)|2 ≤ C|e|2 ∀e ∈
0

E ∩L2.

Доказательство.

1. Пусть ЛСС устойчива, 0 6= e ∈ 0

E ∩L2, возмем
∆e = (δ/|e|2)e, тогда |∆e|2 = δ ⇒

C|∆e|2 = Cδ ≥ |A(0 + ∆e, 0)−A(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

|2 =

=|A(∆e, 0)|2 =
δ

|e|2 |A(e, 0)|2.

Т.о., |A(e, 0)|2 ≤ C|∆e|2, что и требуется.

2. Пусть верно неравенство, e ∈ 0

E, ∆e ∈ 0

E ∩L2,
тогда

|A(e + ∆e, x)−A(e, x)|2 = |A(∆e, 0)| ≤ C|e|2,
что и требуется.

Теорема (основная теорема об устойчи-
вости ЛСС). Пусть множество мягких вход-
ных сигналов из L2 плотно в L2. ЛСС устойчива
в том и только в том случае, когда ее переда-
точная функция допускает аналитическое про-
должение в открытую правую полуплоскость
{Reλ > 0} и это продолжение ограничено:

C
def
= sup

Reλ>0
‖Φ(λ)‖ < ∞.

Следствие. Если передаточная функция Φ(λ)
дробно-рациональна, то устойчивость ⇔
1. Φ(λ) — правильная дробь.

2. Нет полюсов в {λ : Reλ ≥ 0}
Пример.

ẋ =

[
0 1
1 0

]
x +

[
1
−1

]
e, s = [1 0]x.

Φ(λ) : λx1 = x2 + e, λx2 = x1 − e ⇒
λ(λx1 − e) = x1 − e ⇒ (λ2 − 1)x1 = (λ− 1)e

⇒ Φ(λ) = 1/(λ + 1) — устойчивость!
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С другой стороны,

exp

(
t

[
0 1
1 0

])
=

[
1 et

et 1

]
,

т.е. даже при e(t) ≡ 0 значения |x(t)|, |s(t)| могут
экспоненциально расти! Причина — в выбранном
варианте определения устойчивости. Чтобы избе-
жать подобных казусов, придется выбрать второй
вариант. Соответственно, придется следить за со-
стоянием.

Стабилизируемость, синтез стабилизирую-
щей обратной связи от состояния к управ-
лению.

L

A
ξ -

-

u

⇔

x¾

- y

BAL- -ξ y

Определение. Система называется стабили-
зируемой, если для любых начального состояния
x0 и возмущения ξ(·) существует такое управ-
ление u(·) = L[z0, x(·)], что замкнутая система
устойчива.

Ищем такой динамический оператор L (регу-
лятор, обратная связь), чтобы замкнутая система
была устойчивой (вариант — по выходу). Для ли-
нейных стационарных систем

ẋ = Ax + Bu + ξ

обратную связь можно найти в виде u = Lx, или
же ее вообще не существует.

Теорема. Система ẋ = Ax + ξ устойчива ⇔
матрица A гурвицева.

Доказательство — через жорданову форму.
Теорема о стабилизации. Каноническая ли-

нейная стационарная система стабилизируема
⇔
(Ls) ∃L ∈ Cm×n : A + BL — гурвицева матрица.

⇔

(V IIс) Не существует такой неособой матрицы
S, что

Ã =

[
A11 A12

0 A22

]
, B̃ =

[
B1

B2

]
,

где A22 ∈ Cn2×n2, B2 ∈ Cn2×m, Ã =
S−1AS, B̃ = S−1B, {A22, B2} — неуправляе-
мая пара и весь спектр матрицы A22 лежит
в множестве Reλ ≥ 0.

Обозначим через σ(P ) спектр P .
Теорема о перемещении собственных чи-

сел. Полная управляемость пары {A,B} ⇔
∀σ0 = {λi}n

1 ∃L ∈ Cm×n : σ(A + BL) = σ0.

Лемма Шура. Пусть A,B, C, D — матрицы
порядков n×n, n×m,m×n,m×m соответствен-
но. Если det A 6= 0, то

det

[
A B
C D

]
= det A · det(D − CA−1B).

Если det D 6= 0, то

det

[
A B
C D

]
= det D · det(A−BD−1C).

Доказательство. Пусть det A 6= 0, тогда
[

In 0
−CA−1 Im

] [
A B
C D

]
=

[
A B
0 D − CA−1B

]
,

откуда следует что требовалось, и аналогично —
второе равенство.

Лемма о перестановке. Пусть b и c — мат-
рицы порядка n×m. Тогда

det(In + bc∗) = det(Im + c∗b).

Доказательство. По лемме Шура

det(Im + c∗b) =

[
In −b
c∗ Im

]
= det(In + bc∗).

Доказательство теоремы о перемещении
в скалярном случае (m = 1). Расположение
собственных чисел определяется коэффициента-
ми характеристического определителя

δL(λ) = det(λI − A−BL) =

= det{[λI − A][I − (λI − A)−1BL]} =

= det(λI − A)[1− L(λI − A)−1B] =

= δ0(λ)− det(λI − A)L(λI − A)−1B.
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Если мы хотим, чтобы коэффициенты δL(λ) при-
нимали произвольные наперед заданные значе-
ния δi, то должна быть разрешима система

QL = ∆,

где ∆ — вектор коэффициентов многочлена
δL(λ)−δ0(λ), а Q — матрица из признака управля-
емости V IIIу. По этому признаку разрешимость
линейной системы эквивалентна управляемости
пары {A,B}, что и требуется.

Лемма Хейнмана. Если матрица

R(A,B)
def
= (B AB . . . An−1B)

имеет полный ранг, то для каждого ненулево-
го вектора вида b = Bv найдется такая m ×
n−матрица F , что R(A + BF, b) тоже имеет
полный ранг.

Доказательство теоремы о перемещении
в векторном случае (m > 1). Пусть пара
{A,B} управляема, тогда по Iу и лемме Хейнмана
найдется такая матрица F , что пара {A + BF, b}
управляема. По доказанному скалярному вариан-
ту теоремы найдется такой вектор-строка l, что
спектр A+BF + bl расположен нужным образом.
Взяв L = F + vl, получаем тот же спектр для
A + BL.

Пусть пара {A,B} не управляема, тогда по
V IIу спектр A22 сдвинуть невозможно ни при ка-
кой матрице L. Теорема доказана.

Замечание. Приведенное доказательство
только в случае m = 1 включает алгоритм
построения обратной связи. Конструктивное
доказательство в общем случае имеется, но оно
более громоздко.

Доказательство леммы Хейнмана. По-
кажем существование такой последовательности
векторов {vk}n−1

0 , что оболочка векторов x1 =
b, xk+1 = Axk + Bvk совпадает с Cn. Пусть это
не так, то есть для некоторого k < n

Axk + Bvk ∈ L ∀vk,

где L — пространство, натянутое на x1, x2, . . . , xk.
Следовательно, Axk ∈ L, Bvk ∈ L ∀vk. Отсюда
Axj = xj+1 − Bvj ∈ L, j = 1, . . . , k − 1. Таким
образом,

x ∈ L ⇒ Ax ∈ L.

Следовательно, w,Bw,ABw, . . . , An−1Bw при лю-
бом w лежат в L, размерность которого стро-
го меньше n. Это противоречит полному ран-
гу R(A,B), поэтому искомая последовательность
{vk}n−1

0 существует.
Определим F из условия Fxk = vk — это воз-

можно, поскольку векторы xk линейно независи-
мы. Мы получили, что xk = (A+BF )k−1b, откуда
следует полный ранг R(A+BF, b), что и требова-
лось.

Доказательство теоремы о стабилизации.
V IIс ⇒ Lс : Сделаем замену переменных

x = Sx̃ с такой матрицей S, чтобы матрица
Ã = S−1AS имела жорданову форму. Упорядо-
чим ящики по возрастанию вещественной части
их собственных чисел. Представим систему в ви-
де

d

dt

[
x̃1

x̃2

]
=

[
A11 0
0 A22

]

︸ ︷︷ ︸
Ã

[
x̃1

x̃2

]
+

[
B1

B2

]

︸ ︷︷ ︸
B̃=S−1B

u,

где A22 объединяет все жордановы ящики, ес-
ли такие имеются, у которых собственные чис-
ла лежат в области Reλ ≥ 0. Таким образом,
A11 — гурвицева матрица, а пара {A22, B2} —
управляемая (иначе было бы нарушено условие
V IIс). По теореме о перестановке собственных
чисел найдется такая матрица L2 ∈ Cn2×n2 , что
A22 + BL2 — гурвицева матрица. Взяв L̃ = [0 L2],
при L = SL̃ получаем Lс, поскольку Ã + B̃L =[

A11 B1L2

0 A22 + B2L2

]
.

V IIс ⇒ нестабилизируемость : Из неуправля-
емости подсистемы ˙̃x2 = A22x̃2 +B2u по признаку
V IIу следует, что из нее можно выделить еще од-
ну такую подсистему, что общее уравнение имеет
вид

ẋ =




A11 0

0
A′

11 A′
12

0 A′
22







x̃1

x̃′1
x̃′2


 +




B1

B′
1

0


 u,

причем весь спектр A22 лежит в правой полуплос-
кости. Ясно, что никакое управление не способно
стабилизировать систему, если ее начальное со-

стояние имеет, например, вид




0
0
z′2


 при z′2 6= 0.

Lс ⇒ стабилизируемость — очевидно. Теоре-
ма доказана.
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Стабилизируемость по выходу. Син-
тез обратной связи.

L

A
ξ -

-

u

⇔

y¾

- y

BAL- -ξ y

Определение. Система называется стабили-
зируемой по выходу y(·), если существует такое
управление u(·) = L[z0, y(·)], что замкнутая си-
стема однозначно разрешима и устойчива.

Ищем такой динамический оператор L (регу-
лятор, обратная связь), чтобы замкнутая система
была устойчивой (вариант — по выходу). Для ли-
нейных стационарных систем

ẋ = Ax + Bu + ξ, y = Cx + Du

обратную связь можно найти в виде

ż = Pz + Qy, u = Lz + My,

или же ее вообще не существует.
Определение. Каноническая система назы-

вается детектируемой, если существует такая
n× l−матрица K, что A + KC — гурвицева мат-
рица.

Из теоремы о перемещении и теореме о двой-
ственности следует, что любая наблюдаемая си-
стема детектируема. Применяя к сопряженной
системе (паре {A∗, C∗}) теорему о стабилизации,
получаем теорему о детекции.

Теорема о детекции. Каноническая линей-
ная стационарная система детектируема ⇔
(V IIс) Не существует такой неособой матрицы

S, что

Ã =

[
A11 0
A21 A22

]
, C̃ =

[
C1 C2

]
,

где A22 ∈ Cn2×n2, C2 ∈ Cl×n2, Ã =
S−1AS, C̃ = S−1C, {A22, C2} — ненаблюдае-
мая пара и весь спектр матрицы A22 лежит
в множестве Reλ ≥ 0.

Построение обратной связи по выходу с по-
мощью наблюдателя.

Если наблюдению доступны все компоненты век-
тора состояния x, то задача стабилизации уже
решена. Попробуем поэтому отыскать некоторую
оценку x̂ вектора состояния и использовать ее
вместо x.

Уравнения системы:

ẋ = Ax + Bu + ξ, y = Cx + Du.

Уравнения наблюдателя:

˙̂x = Ax̂ + Bu + K(ŷ − y) + ξ̂, ŷ = Cx̂ + Du,

где K — матрица подходящей размерности,

ξ̂ =

{
ξ, если значения ξ доступны измерению,
0 в противном случае.

Обозначим ∆x̂− x, тогда

∆̇ =A∆ + K(Cx̂− Cx) + ξ̂ − ξ =

=(A + KC)∆ + (ξ̂ − ξ).

Это уравнение описывает устойчивую систему, ес-
ли матрица A + KC гурвицева.

Теорема о стабилизируемости по выходу.

Каноническая система стабилизируема по
выходу y(·)

⇔ Система стабилизируема (по состоянию)
и детектируема. Стабилизирующую обрат-
ная связь можно задать уравнениями

u =Lx̂,

˙̂x =Ax̂ + Bu + K(ŷ − y) + ξ̂, ŷ = Cx̂ + Du,

где L и K таковы, что A + BL и A + KC —
гурвицевы матрицы.

Доказательство. Достаточность уже доказа-
на, необходимость стабилизируемости по состоя-
нию очевидна. Докажем необходимость детекти-
руемости. Пусть ее нет, тогда по теореме о де-
текции найдется такая неособая матрица S, что
после замены x = Sx̃ система при ξ ≡ 0 описыва-
ется уравнениями

˙̃x =

[
A11 0
A21 A22

] [
x̃1

x̃2

]
+ Bu,

y =
[

C1 C2

]
x̃ + Du,
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где {A22, C2} — ненаблюдаемая пара, и весь
спектр A22 лежит в области Reλ ≥ 0. По призна-
ку V IIн найдется такая неособая n2×n2−матрица
S ′, что после замены x̃2 = S ′x′ уравнения системы
приобретают вид

d

dt




x̃1

x′1
x′2


 =




A11 0

A21
A′

11 0
A′

21 A′
22







x̃1

x′1
x′2


 + Bu,

y =
[

C1 C2 0
]



x̃1

x′1
x′2


 + Du.

Предположим, что рассматриваемая система
стабилизируема по выходу. Пусть она замкну-
та стабилизирующей обратной связью u(·) =
L[z0, y(·)] (не обязательно линейной). Тогда нуле-
вым начальным данным соответствует некоторый
процесс [x(·), y(·), z(·), u(·)] ∈ L2[0,∞). В силу од-
нозначной разрешимости то же самое управление
u(·) должно соответствовать начальным состоя-

ниям x(0) = x±(0) =




0
0
±x′2


, где x′2 6= 0. Обо-

значим через ∆(t) третью (векторную) компонен-
ту разности x+(t)− x−(t). Тогда

∆̇ = A′
22∆, ∆(0) = 2x′2.

Поскольку спектр A′
22 лежит в области Reλ ≥ 0,

это противоречит устойчивости замкнутой систе-
мы. Теорема доказана.

Невырожденность передаточных
функций.

Система

ẋ = Ax + Bu, y = Cx + Du,

передаточная функция Φ(λ)=D + C(λI −A)−1B.
Характеристический определитель: δ(λ) =
det(λI − A).

Определение. Собственное число λ0 матри-
цы A — невырожденный полюс передаточной
функции, если у матрицы Φ(λ) существует такой
минор µ(λ), что

lim
λ→λ0

δ(λ)µ(λ) 6= 0.

Передаточная функция невырождена, если у нее
нет вырожденных полюсов. Передаточная функ-
ция невырождена в множестве Ω ⊂ C, если у
нее нет там вырожденных полюсов.

Частный случай: если передаточная функция
— столбец или строка (m = 1 или l = 1), то невы-
рожденность — это отсутствие общих корней у
знаменателя передаточной функции δ(λ) и ее чис-
лителя δ(λ)Φ(λ).

Теорема о невырожденности. Невырож-
денность передаточной функции Φ(λ) эквива-
лентна управляемости и наблюдаемости систе-
мы. Невырожденность Φ(λ) в замкнутой правой
полуплоскости Reλ ≥ 0 эквивалентна стабили-
зируемости и детектируемости системы.

Доказательство. Для простоты — m = l = 1,
не умаляя общности — D = 0. Обозначим

V (λ) = δ(λ)(λI − A)−1,

v(λ) = V (λ)B, β(λ) = δ(λ)Φ(λ).

Пусть тройка {A,B, C} управляема и наблюда-
ема. Предположим, что δ(λ0) = β(λ0) = 0. По
признаку V IIIу коэффициенты многочлена v(λ0)
линейно независимы, поэтому

v(λ0) 6= 0,

но (λ0I − A)v(λ0) = δ(λ0)B = 0 и 0 = β(λ0) =
C∗v(λ0). Эти равенства противоречат признаку
наблюдаемости Vу, невырожденность доказана.

невырожденность ⇒ управляемость : Пусть
пара {A,B, C} не управляема, тогда по V IIу

Φ(λ) =
[

C1 C2

] [
v1

v2

]
, где

[
v1

v2

]
=

[
λI − A11 −A12

0 λI − A22

]−1 [
B1

0

]
=

=

[
(λI − A11)

−1B1

0

]
⇒

Φ(λ) = C1(λI − A11)
−1B1, откуда следует вырож-

денность — противоречие.
невырожденность ⇒ наблюдаемость — ана-

логично.
Все рассуждения локальны по λ, поэтому вто-

рая часть теоремы тоже доказана.
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Стабилизация по выходу для функцио-
нальных моделей.

Система:

a(d/dt)y = b(d/dt)u,

передаточная функция Φ(λ) = a(λ)−1b(λ); для
простоты — собственная и скалярная.

Способы стабилизации:

1. Приводим систему к каноническому виду

ẋ = Ax + Bu, y = Cx, где
C =

[
1 0 . . . 0

]
,

B =




b1

b2
...
bn


, A =




−a1 1 0
−a2 0 1 0
... . . .

−an−1 1
−an 0




.

Если многочлены a(λ) и b(λ) не имеют об-
щих корней в правой полуплоскости, то си-
стема получается стабилизируемая по состо-
янию и детектируемая — можно построить
регулятор с наблюдателем.

2. Приводим систему к псевдоканоническому
виду

ẋ = Ax + Bu(m), где

x=
[

y(n−1) y(n−2) . . . y u(m−1) u(m−2) . . . u
]T

,

B =
[

b0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
]T

, A =



−a1 −a2 . . . −an

1
1

. . .
1 0

b1 . . . bm

0 . . . 0 0 . . . 0
1

. . .
1 0




,

тогда δ(λ) = det(λI − A) = a(λ)λm,

(λI − A)−1B =

=




λn−1−mb(λ)/a(λ)
λn−2−mb(λ)/a(λ)
...
λ−mb(λ)/a(λ)
λ−1

...
λ−m




=
1

δ(λ)




λn−1b(λ)
λn−2b(λ)
...
b(λ)
λm−1a(λ)
...
a(λ)




.

Для синтеза обратной связи достаточно, что-
бы пара {A,B} была управляемой, что по
признаку V IIIу эквивалентно невырожден-
ности матрицы, составленной из векторных
коэффициентов многочлена δ(λ)(λI−A)−1B,
то есть

R=




b0 b1 . . . bm

b0 b1 . . . bm

. . . . . .
b0 b1 . . . bm

1 a1 a2 . . . an

1 a1 a2 . . . an

. . . . . .
1 a1 a2 . . . an




.

Определитель R называется результантом
многочленов a(λ) и b(λ). Известно, что
det R 6= 0 ⇔ у a(λ) и b(λ) нет общих корней.
При этом условии можно построить стабили-
зирующую обратную связь

u(m) = Lx ⇔ α(d/dt)u = β(d/dt)y,

где α(λ) = λm − l1λ
m−1 − . . . − lm, β(λ) =

lm+1λ
n−1 + . . . + lm+n, L = [l1 l2 . . . lm+n]T . По-

скольку b0 может быть нулем, можно взять
m = n − 1 и обеспечить реализуемость регу-
лятора.

Если у a(λ) и b(λ) общие множители устой-
чивы, то обе части уравнения системы можно
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на них предварительно сократить:

a(λ) = (λ− λ0)ã(λ),

b(λ) = (λ− λ0)b̃(λ),
a(d/dt)y = b(d/dt)u,
Reλ0 < 0




⇒

(d/dt− λ0)[ã(d/dt)y − b̃(d/dt)u] = 0

⇒ ã(d/dt)y = b̃(d/dt)u + v(t), v(t) → 0.

Если существуют неустойчивые общие мно-
жители, то по теоремам о невырожденности
и стабилизации по выходу задача неразреши-
ма.

3. Наконец, можно прямо искать такие много-
члены α(λ) и β(λ), чтобы характеристиче-
ский многочлен замкнутой системы

a(d/dt)y = b(d/dt)u,

α(d/dt)u = β(d/dt)y

был гурвицевым. Имеется в виду характери-
стический многочлен эквивалентной системы
ẋ = Ax в пространстве состояний. Нетрудно
показать, что он равен

δα,β(λ) = a(λ)α(λ)− b(λ)β(λ).

Чтобы для заданного гурвицева многочлена
ζ(λ) обеспечить равенство δα,β ≡ ζ(λ), ко-
эффициенты многочленов α(λ) и β(λ) нуж-
но вычислить из линейной системы уравне-
ний, матрица которой отличается от R толь-
ко транспонированием. Соответсвенно, при
несократимых многочленах получаем разре-
шимость и единственность решения, общие
устойчивые множители можно заранее со-
кратить, неустойчивый общий множитель де-
лает задачу неразрешимой.

Дискретные системы.

xk = fk(e0, e1, . . . , ek, x0, x1, . . . , xk−1),

sk = hk(e0, e1, . . . , ek, x0, x1, . . . , xk), k = 1, 2, . . . .

Каноническая модель дискретной ЛСС:

xk + 1 = Axk + Bek, sk = Cxk + Dek.

Функциональная модель:

a(∇)sk = b(∇)ek,

a(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . . + an,

b(λ) = b0λ
m + b1λ

m−1 + . . . + bm, m ≤ n,

∇xk = xk+1

— сокращенная запись уравнения

sk+n =− a1sk+n−1 − a2sk+n−2 − . . .− ansk+

+ b0ek+m + b1ek+m−1 + . . . + bmek.

Z−преобразование:
Последовательность {xk}∞0 допускает z−преобра-
зование , если

∃ρ ∈ R : {ρ−kxk} ∈ l1,

x̃(z)
def
=

∞∑
0

z−kxk, z ∈ Hρ = {z : |z| > ρ}

x̃(·) = Z[{xk}] ⇔ {xk} : x̃(·) ⇔ x̃(·) ; {xk}.

Аналитическое продолжение: ρk : z/(z − ρ).
Единственность:

Z[{x′k}] = Z[{x′′k}] ⇔ x̃′(·) = x̃′′(·).

Обратное преобразование:

xk =
1

2πi

∮

C

x̃(z)zk dz

z
,

где C — замкнутый контур вокруг нуля, лежащий
в области сходимости.

Свойства z-преобразования: линейность,

{∇xk} :
∞∑
0

z−kxk+1 = z

∞∑
0

z−k−1xk+1 =

=z

∞∑
1

z−kxk = zx̃(z),
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если x0 = 0 (мягкий сигнал),

{ρkxk} :
∞∑
0

z−kρkxk+1 =
∞∑
0

(z/ρ)−kxk+1 = x̃(z/ρ),

[{xi}∗{yi}]k =
k∑

j=0

xjyk−j :
∞∑
0

z−k

k∑
j=0

xjyk−j =

=
∞∑
0

k∑
j=0

xjz
−jyk−jz

j−k =

=

( ∞∑
0

z−kxk

)( ∞∑
0

z−kyk

)
= x̃(z)ỹ(z),

1

2πi

∮

C

x̃(v)ỹ(z/v)
dv

v
=

=
1

2πi

∮

C

∞∑
0

v−kxk

∞∑
0

(z

v

)−k

yk
dv

v
=

=
1

2πi

∮

C

∞∑

k=0

k∑
j=0

v−jxj

(z

v

)j−k

yk−j
dv

v
=

=
∞∑

k=0

z−k 1

2πi

∮

C

k∑
j=0

v2j−kxjz
jyk−j

dv

v
=

=
∞∑

k=0

z−2k 1

2πi

∮

C

2k∑
j=0

v2j−2kxjz
jy2k−j

dv

v

︸ ︷︷ ︸
=0 при j 6=k

+

+
∞∑

k=0

z−2k−1 1

2πi

∮

C

2k+1∑
j=0

v2j−2k−1xjz
jy2k+1−j

dv

v

︸ ︷︷ ︸
=0

=

=
∞∑

k=0

z−2kxkz
kyk = Z[{xkyk}](z).

Если обе последовательности суммируемы, то
можно взять контур C = {|v| = 1}, и тогда при
z = 1 получаем

∞∑
0

xkyk =
1

2π

π∫

−π

x̃(eiω)x̃(eiω)dω.

В частности, при yk ≡ xk

∞∑
0

|xk|2 =
1

2π

π∫

−π

|x̃(eiω)|2dω.

(равенство Парсиваля).

Передаточные функции.

Поскольку (при нулевых начальных данных )
сдвигу оригинала соответствует умножение обра-
за на z, то

s̃(λ) = [C(λI − A)−1B + D]ẽ(λ)

для канонической дискретной ЛСС, и

s̃(λ) = [a(λ)−1b(λ)]ẽ(λ)

— для функциональной, где в фигурных скоб-
ках стоят передаточные функции. Они равны
z−преобразованию от импульсной реакции (реак-
ции системы на вход {1, 0, 0, . . . }).

Определение. Каноническая дискретная ли-
нейная стационарная система управляема, ес-
ли для любых x′, x′′ найдется такое управление
u0, u1, . . . , un−1, которое при x0 = x′ обеспечивает
равенство xn = x′′. Система наблюдаема, если из
совпадения входов и выходов на отрезке длиной
n следует совпадение состояний.

xk+1 = Axk + Buk, x0 = x′ ⇒
xn = Anx′ + An−1Bu0 + An−2Bu1 + . . . + Bun−1 =

= Anx′ + [An−1B An−2B . . . B]




u0

u1
...

un−1


 .

Ясно, что управляемость эквивалентна невырож-
денности матрицы [An−1B An−2B . . . B], поэтому
справедливы и остальные критерии управляемо-
сти; аналогично с наблюдаемостью.

Теорема.Устойчивость канонической систе-
мы ⇔ спектр A лежит внутри единичной
окружности.

Доказательство — через жорданову форму.
Стабилизируемость, детектируемость, стаби-

лизация по выходу — аналогично непрерывным
системам.
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Дискретизация.
Рассмотрим каноническую систему

ẋ = Ax + Bu, y = Cx, (3)

Управляющее воздействие кусочно-постоянно с
фиксированным шагом (периодом дискретиза-
ции) h > 0 :

u(kh + ε) = uk, ε ∈ [0, 1), k = 0, 1, . . . , (4)

Из (3) по формуле Коши следует, что

x(kh + h) = ehAx(kh)+

h∫

0

esABu[(k + 1)h− s]ds =

=ehAx(kh) +

h∫

0

esABds · uk,

то есть

xk+1 = Pxk + Quk, yk = Cxk, (5)

где xk = x(kh + 0),

P = ehA, Q = A−1(ehA − I)B =
∞∑
i=1

hi

i!
Ai−1B, (6)

причем Q понимается именно в смысле суммы ря-
да, и потому определено даже при det A = 0.

Теорема о наследовании свойств в про-
странстве состояний. Если система (3) управ-
ляемая (стабилизируемая, наблюдаемая, детек-
тируемая), то порождаемая дискретизацией
система (5) также управляема (стабилизируе-
ма, наблюдаема, детектируема) для любого пе-
риода дискретизации h, исключая не более чем
счетный набор отделенных от нуля значений.

Доказательство. Потребуем, чтобы

λi 6= λj ⇒ ehλi 6= ehλj (7)

для собственных чисел A. Поскольку при λj =
αj + iβj

ehλi = ehλj ⇔
{

αi = αj,
hβi = hβj + 2πk

условие (7) выполнено при всех h > 0, исключая
не более чем счетное множество, отделенное от
нуля.

Докажем наследование наблюдаемости. Пусть
матрица A приведена к жордановой форме:

A = diag(J1, J2, . . . , Jk),

где Ji — жордановы блоки. Тогда

ehA = diag(ehJ1 , ehJ2 , . . . , ehJk), где

ehJi = ehλi




1
h 1

h2/2 h 1
... . . . . . .

hni−1/(ni − 1)! . . . h 1




.

Предположим, что пара {ehA, L} не наблюдаема.
Тогда по V Iн существует такой вектор

z = (zT
1 , zT

2 , . . . , zT
k )T 6= 0, что ehAz = µz, Cz = 0.

Ясно, что µ = ehλi0 при некотором i0; перенуме-
руем собственные числа таким образом, чтобы i0
было равно единице. Итак,

ehAz = ehλ1z, Cz = 0.

Таким образом, ehJizi = ehλ1zi ∀i, и в силу (7) zi =
0 для всех таких i, что λi 6= λ1. Следовательно, z
- ненулевой собственный вектор A и Cz = 0, что
противоречит наблюдаемости пары {A,C}.

Поскольку все рассуждения локальны относи-
тельно собственных чисел, детектируемость тоже
доказана. Докажем наследование управляемости.

Пусть пара {A,B} управляема. Тогда по уже
доказанному наследованию наблюдаемости и тео-
реме о двойственности управляема пара {ehA, B}.
В силу Iу матрица

R = [B, ehAB, . . . , e(n−1)hAB]

имеет максимальный ранг. Матрица A−1(ehA− I)
невырожденная, поэтому полный ранг имеет так-
же и матрица

A−1(ehA − I)R =

= A−1(ehA − I)[B, ehAB, . . . , e(n−1)hAB] =

= [Q,PQ, . . . , P n−1Q].

Управляемость при ρ = 0 доказана, наследование
стабилизируемости доказывается аналогично.
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Дискретизация функциональных моделей.

Рассмотрим

a(d/dt)y = b(d/dt)u, (8)

где

a(λ) =
n∏

j=1

(λ− λj) = λn + a1λ
n−1 + . . . + an, (9)

b(λ) = b0

m∏
j=1

(λ− µj) = b0λ
m + b1λ

m−1 + . . . + bm,

(10)

причем m ≤ n. Для равноотстоящих значений вы-
хода

yk = y(hk) (11)

справедливо разностное уравнение

α(∇)yk = β(∇)uk, (12)

где α(λ) и β(λ) — некоторые многочлены. Дей-
ствительно, уравнение (8) можно переписать в
форме пространства состояний

ẋ = Ax + Bu, y = Cx,

где A,B и C — произвольные матрицы размер-
ностей n × n, n × 1 и n × 1 соответственно, для
которых справедливы равенства

a(λ) = det(λI − A), b(λ) = a(λ)C∗(λI − A)−1B,

причем пара {A, C} предполагается наблюдае-
мой. По формуле Коши

xk+1 = Pxk + Quk, yk = C∗xk,

где xk = x(kh + 0),

P = ehA, Q = A−1(ehA − I)B =
∞∑
i=1

hi

i!
Ai−1B.

Переходя от канонической дискретной модели к
функциональной, получаем (12) с многочленами

α(λ) = det(λI − P ), β(λ) = α(λ)C∗(λI − P )−1Q.

Таким образом,

α(λ) =
n∏

i=1

(λ− ehλi)

Теорема о наследовании невырожденно-
сти. Пусть исходная система невырождена
(невырождена в правой полуплоскости). Тогда в
результате дискретизации для любого периода
h, исключая не более чем счетный набор отде-
ленных от нуля значений, получается дискрет-
ная невырожденная система (система, невы-
рожденная вне единичного круга).

Доказательство. По теореме о невырожден-
ности пара {A,B} управляема. По теореме о на-
следовании свойств пара {P,Q} управляема при
почти всех h, а пара {P, C} — наблюдаема. По
теореме о невырожденности получаем невырож-
денность дискретной функциональной модели.

Следствие. Невырожденность позволяет по-
строить стабилизирующие дискретные обратные
связи по выходу — с наблюдателем или вида

γ(∇)uk = δ(∇)yk.

Как нетрудно видеть, они стабилизируют не толь-
ко дискретную модель, но и непрерывный прото-
тип.

0.1 Оптимальные регуляторы для
минимально-фазовых объек-
тов.

До сих пор мы рассматривали только про-
стейшие объекты управления - – дискретные
минимально-фазовые, и запаздывание было ми-
нимальным. Попробуем усложнить ситуацию, до-
пустив запаздывание в управлении. Для нача-
ла, как и раньше, будем рассматривать задачу
об оптимальном управлении обектом с извест-
ными параметрами. В дальнейшем это позволит
сравнить гарантируемый адаптивным регулято-
ром уровень функционала качества с минимально
возможным. Построение оптимального регулято-
ра, кроме того, позволяет ответить на вопрос об
идеальном решении системы рекуррентных нера-
венств, существование которого обеспечивает ра-
ботоспособность алгоритма адаптации.

Итак, мы рассматриваем объекты управления

α(∇)yk = β(∇)uk−l + vt+n (13)

с ограниченным возмущающим воздействием. В
отличие от (2 с.4), управление uk теперь оказы-
вает свое воздействие на объект с постоянным
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известным запаздыванием l > 0. Как и преж-
де, многочлен β(λ) предполагается устойчивым,
и его старший коэффициент отличен от нуля. От-
носительно возмущения вместо (?? с.??) будем
предполагать, что

|ζ(∇)vk| ≤ Cv, (14)

где ζ(λ) — устойчивый многочлен степени m ≥ 0 с
единичным старшим коэффициентом, а в осталь-
ном возмущающее воздействие произвольно. В
класс таких возмущений входят, например, сум-
мы нескольких синусоид с неизвестными фазами
и амплитудами. Будем обозначать

wk = ζ(∇)vk−m. (15)

Определим многочлены δ(λ) и γ(λ) как част-
ное и остаток от деления λn+l+m на ζ(λ)α(λ):

λn+l+m = δ(λ)ζ(λ)α(λ) + γ(λ), (16)
δ(λ) = λl + δ1λ

l−1 + δ2λ
l−2 + . . . + δl,

γ(λ) = γ0λ
n+m−1 + γ1λ

n+m−2 + . . . + γn+m−1.

Из уравнения (13 с.21) следует, что

yk+l = ∇n+m+lyk−n−m =

= (δ(∇)ζ(∇)α(∇) + γ(∇))yk−n−m =

= δ(∇)[ζ(∇)α(∇)yk−n−m] + γ(∇)yk−n−m =

= δ(∇)[ζ(∇)β(∇)uk−l−n−m + ζ(∇)vk−m]+

+γ(∇)yk−n−m =

= {δ(∇)ζ(∇)β(∇)uk−l−n−m + γ(∇)yk−n−m}+
+δ(∇)wk.

Определим векторы τ∗ и ϕk таким образом, что-
бы сумма в фигурных скобках была равна τ ′∗ϕk−1,
то есть компонентами τ∗ служат коэффициенты
многочленов δ(λ)ζ(λ)β(λ) и γ(λ), а

ϕk = (uk, uk−1, . . . , uk−l−m−n+1, yk, . . . , yk−n−m+1)
′.

(17)
Поскольку старший коэффициент δ(λ) – - едини-
ца, то первая компонента вектора τ∗ не равна ну-
лю.

Итак, для всех решений уравнения (13 с.21)
справедливо равенство

yk+l = τ ′∗ϕk−1 + δ(∇)wk, (18)

где ϕk — вектор (17), а компоненты τ∗ и δ(λ) од-
нозначно определяются по параметрам объекта и
возмущения.

Теорема 1. Регулятор

τ ′∗ϕk = 0 (19)

делает замкнутую систему диссипативной и
минимизирует функционал

J = sup
{vk}:(14)

lim
k→∞

|yk|,

доставляя ему значение

J∗ = (1 + |δ1|+ |δ2|+ . . . + |δl|)Cv. (20)

Доказательство. Регулятор (19) в силу (18)
обеспечивает равенство

yk+l = δ(∇)wk, (21)

поэтому для этого регулятора значение функци-
онала J не может быть больше J∗.

С другой стороны, для произвольного регуля-
тора значение J не может быть меньше J∗. Дей-
ствительно, пусть объект (13 с.21) замкнут неко-
торой обратной связью. Рассмотрим последова-
тельность

wK(l+1)−j = sign(τ ′∗ϕ(K−1)(l+1))Cv sign δj,

K = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , l,

и определим возмущение {vk} из уравнения (15).
Тогда из (18) следует, что |yK(l+1)| ≥ J∗, откуда и
limk→∞ |yk| ≥ J∗, то есть J ≥ J∗, что и требова-
лось.

Наконец, диссипативность замкнутой системы
следует из (21) в силу минимальной фазовости
объекта. Теорема доказана.

Замечание. Если вместо (14) для возмуще-
ния выполнено среднеквадратичное ограничение
вида (?? с.??), то регулятор (19), в отличие от слу-
чая минимального запаздывания, оптимальным
не является. Решение такой задачи известно в
классе линейных регуляторов, в этой постановке
она сводится к проблеме Каратеодори-Фейера,и
оптимальный регулятор не совпадает с (19).
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0.2 Субоптимальное управление
непрерывными объектами.

Рассмотрим непрерывные объекты

a(d/dt)y(t) = b(d/dt)u(t) + v(t) (22)

с ограниченным возмущением

|v(t)| ≤ Cv (23)

и управлением u(·), которое будем определять
кусочно-постоянным образом

u(kh + ε) = uk, ε ∈ [0, h) (24)

с фиксированным периодом дискретизации h.
Для величин uk и yk = y(kh) справедливо раз-
ностное уравнение

α(∇)yk = β(∇)uk + vk+n, (25)

в котором α(λ) и β(λ) — результат преобразова-
ния порядка 0, а

vk =

∫

0≤sj≤h

e

n∑
j=1

sjλj

v(kh−
n∑

j=1

sj) ds1ds2 . . . dsn.

(26)
В этой формуле величины λj — это, напомним,
корни многочлена a(λ) из левой части уравнения
(22). Обосновать ее достаточно при u(t) ≡ 0, это
легко достигается индукцией по n.

Рассмотрим функционал качества управления

Jc = sup
v(·):(23)

lim
t→∞

|y(t)|, (27)

и попробуем минимизировать его для объек-
тов управления из описанного выше класса
Θ, которые после дискретизации переходят в
минимально-фазовые объекты (25).

Перепишем уравнение (25) в виде

yk − ϕ′k−1τ = vk, (28)

где

τ = (β1, β2, . . . , βn,−α1,−α2, . . . ,−αn)′,

ϕk = (uk, uk−1, . . . , uk−n+1, yk, yk−1, . . . , yk−n+1)
′.

Из (23),(26) следует, что

|vk| ≤ Cv(h)
def
= hne

max
j

Reλj
Cv. (29)

Поэтому регулятор

ϕ′k−1τ = 0 (30)

обеспечивает равенство yk = vk, откуда |yk| ≤
Cv(h). Казалось бы, отсюда при надлежащем
выборе h следует субоптимальность, так как
Cv(h) → 0 при h → 0. Это и в самом деле вер-
но, однако пока что такое заключение ничем не
обосновано, поскольку функционал (27) включа-
ет значения выхода во все моменты непрерывного
времени, а не только в кратные h. Таким образом,
необходимо оценить поведение выхода y(t) в про-
межуточные между kh моменты.

Для удобства формулировок определим усло-
вия, общие для нескольких последующих утвер-
ждений. Будем предполагать, что управляющее
воздействие удовлетворяет равенствам (24), а
возмущение — неравенству (23). Подразумевает-
ся, далее, что непрерывный объект управления
(22) принадлежит классу Θ, то есть при дискре-
тизации с достаточно малым периодом h перехо-
дит в минимально-фазовый дискретный объект
(25). Обозначим

l = n −m (разность степеней многочленов a(λ)
и b(λ)),

Cy = limk→∞ |yk|,
C ′

y = limk→∞ |yk − yk−1|,

Cy = limt→∞ |y(t)|,
Cu = limk→∞ |uk|.

Лемма 1. Имеют место следующие неравен-
ства

Cu ≤ O(1)Cv + CyO(1)h−l, (31)
Cu ≤ O(1)Cv + C ′

yO(1)h−l + CyO(1)h1−l, (32)

Cy ≤ Cy +O(hn)Cv +O(h2)Cu. (33)
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Доказательство. Представим управляющее
воздействие в виде суммы: uk = u′k + u′′k, где

β−1
0 β(∇)u′k = β−1

0

n∏
i=1

(∇− ehλi)yk,

β−1
0 β(∇)u′′k = −β−1

0 vk+n,

β0 — старший коэффициент β(λ). Рассмотрим
случай l = 1. Тогда по теореме ?? с.?? β0 =
hb1 +O(h),

β−1
0 β(λ) =

n−1∏
j=1

(λ− ehµj(h)), µj(h) → µj, Reµj < 0.

Определим u0
k = β−1

0 (yk+1 − ehλnyk), а при i =
1, 2, . . . , n− 1 положим

ui
k = ehµi+1(h)ui

k−1 + ui−1
k − ehλi+1yi−1

k−1.

Ясно, что limk→∞ |u0
k| ≤ C ′

yO(1)h−1 + CyO(1), и

(∇− ehµi+1(h))(ui
k − ui−1

k ) = (ehµi+1(h) − ehλi+1)ui−1
k−1 =

= O(h)ui−1
k−1, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Отсюда

lim
k→∞

|u′k| = lim
k→∞

|un−1
k | ≤ C ′

yO(1)h−1 + CyO(1).

Для {u′′k} в силу (29 с.23) справедлива оценка
limk→∞ |u′′k| ≤ CvO(1). Поэтому для uk = u′k + u′′k,
справедливы неравенства (31 с.23),(32 с.23). Ана-
логичные рассуждения справедливы и в случае
l = 2.

Чтобы обосновать (33 с.23), кроме основного
периода дискретизации h рассмотрим кратный
ему H = Lh. При уменьшении h значение H пред-
полагается отделенным от нуля и таким, чтобы
пара {C, eHA} была наблюдаемой, где C и A —
матрицы из уравнения (3 с.20). Из этого уравне-
ния следует, что

yk+jL = C∗ejHAx(kh)+

+

jH∫

0

C∗esA (Bu(kh + jH − s) + Bvv(kh + jH − s)) ds,

j = 0, 1, . . . , n− 1,

поэтому

Cx
def
= lim

k→∞
|x(kh)| ≤ O(1)(Cy + Cu + Cv). (34)

Рассмотрим теперь функцию y(·) на вре-
менно́м промежутке [kh, (k + 1)h] и сравним ее
значения с y(t) = {(t−kh)yk+1+[(k+1)h−t]yk}/h,
то есть с линейной функцией, проходящей через
yk и yk+1 в соответствующие моменты. По форму-
ле Коши

y(kh + ε)− y(kh + ε) =

= C∗
(

eεA − ε

h
ehA − h− ε

h
I

)
x(kh)+

+

ε∫

0

C∗esABdsuk − ε

h

h∫

0

C∗esABdsuk+

+

ε∫

0

C∗esABvv(kh + ε− s)ds−

− ε

h

h∫

0

C∗esABvv(kh + h− s)ds =

= O(h2)x(kh) +O(h2)uk +

h∫

0

O(hn−1)v(kh + s)ds.

Отсюда следует (33 с.23), лемма доказана.

Теорема 2. Для объектов (22 с.23) из клас-
са Θ регулятор (24 с.23),(30 с.23) обеспечивает
диссипативность замкнутой системы и достав-
ляет функционалу (27 с.23) значение O(h).

Доказательство. Из (28 с.23),(29 с.23),(30
с.23) следует, что Cy = O(hn)Cv. Применяя (31
с.23) и (33 с.23), получаем

Cy ≤ Cy +O(hn)Cv +O(h2)Cu =

= O(hn)Cv +O(h2)(O(1)Cv + CyO(1)h−l) = O(h)Cv,

что и требовалось. Теорема доказана.
Поскольку функционал (27 с.23) неотрицате-

лен, мы построили субоптимальное управление.
Результат, правда, получился неинтересным, по-
скольку той же цели можно достичь с помощью
любой достаточно сильной обратной связи u(t) =
−K(sign b0)y(t). Ситуация меняется при наличии
запаздывания L > 0, когда вместо (22 с.23) объ-
ект управления описывается уравнением

a(d/dt)y(t) = b(d/dt)u(t− L) + v(t), (35)



25

которое после дискретизации переходит в

α(∇)yk = β(∇)uk−L + vk+n (36)

(целочисленное запаздывание L = L/h предпола-
гается целым). При наличии сколь угодно малого
запаздывания минимальное значение функциона-
ла качества отделено от нуля, а любая достаточно
сильная обратная связь делает замкнутую систе-
му неустойчивой.

Рассмотрим задачу оптимизации функционала
(27 с.23) при L = 1 (этого всегда можно добить-
ся изменением масштаба времени). Если бы ис-
ходным описанием объекта управления было раз-
ностное уравнение (36), а дискретное возмуще-
ние vk в этом уравнении было ограниченным и в
остальном произвольным, для дискретного функ-
ционала

Jd = sup
|vk|≤Cv(h)

lim
k→∞

|yk|

решение доставлялось бы теоремой 1 с.22. По
этой теореме нужно определить многочлены δ(λ)
и γ(λ) как частное и остаток от деления λn+L на
α(λ):

λn+L = δ(λ)α(λ) + γ(λ),

δ(λ) = λL + δ1λ
L−1 + δ2λ

L−2 + . . . + δL,

γ(λ) = γ0λ
n−1 + γ1λ

n−2 + . . . + γn−1,

и воспользоваться обратной связью

δ(∇)β(∇)uk + γ(∇)yk+L = 0. (37)

На самом деле мы управляем не дискретным, а
непрерывным объектом (35 с.24), минимизируем
функционал Jc, а не Jd, и возмущение (26 с.23)
хоть и ограничено в силу (29 с.23), но вовсе не
произвольно в промежутке [−Cv(h), Cv(h)]. Тем
не менее, регулятор (37) оказывается субопималь-
ным, то есть сколь угодно близким к оптимально-
му по уровню функционала Jc при надлежащем
выборе периода дискретизации h. чтобы убедить-
ся в этом, понадобятся дополнительные построе-
ния.

Определим в Rn = {s}, s = (s1, s2, . . . , sn)′

множества

Ω =

{
s : sj ≥ 0,

n∑
j=1

sj ≤ 1

}
,

Ω(n, h,K) =

{
s : sj ≥ 0,

n∑
j=1

E(sj/h) ≤ K

}
,

где E(x) — целая часть числа x.

Лемма 2. Из дифференциального уравнения
(35 с.24) при условии (24 с.23) следует, что

yk+L+n = δ(∇)β(∇)uk−L + γ(∇)yk+ (38)

+

∫

Ω(n,h,L)

e

n∑
j=1

sjλj

v

(
(k + L + n)h−

n∑
j=1

sj

)
ds1 . . . dsn.

Доказательство. Формулу (38) достаточно
доказать отдельно для случаев v ≡ 0 и u ≡ 0.
Пусть сначала v ≡ 0. Тогда из (36) по определе-
нию многочленов δ(λ) и γ(λ) следует, что

yk+n+L = ∇n+Lyk = [δ(∇)α(∇) + γ(∇)]yk =

= δ(∇)β(∇)uk−L + γ(∇)yk,

что и требовалось.
Пусть теперь u ≡ 0. Определим функции

yj(t) =
n∏

i=j+1

(
d

dt
− λi)y(t), j = 0, 1, . . . , n,

тогда y0(t) = v(t), yn(t) = y(t),

dyj(t)/dt = λjyj(t) + yj−1(t). (39)

Покажем, что для некоторых величин γi(l, j), i =
1, 2, . . . , j, j = 1, 2, . . . , n справедливы равенства

yj(t) =

j∑
i=1

γi(l, j)yj(t− (l + i)h)+ (40)

+

∫

Ω(j,h,l)

e

j∑
i=1

siλi

v

(
(k + l + j)h−

j∑
i=1

si

)
ds1 . . . dsn.

Тогда при j = n, l = L мы получим (38) — ве-
личины γi(L, n) должны совпасть с коэффициен-
тами многочлена γ(λ), поскольку при v ≡ u ≡ 0
формула (40) должна совпадать с уже доказан-
ной для этого случая формулой (38).

Воспользуемся индукцией. При j = 1 формула
(40) справедлива для любого l, поскольку из (39)
по формуле Коши следует, что

y1(t) = e(l+1)hλ1y1(t− (l+1)h)+

(l+1)h∫

0

eλ1sv(t− s)ds.
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Таким образом, база индукции имеется, попробу-
ем обосновать индуктивный переход. Пусть фор-
мула (40 с.25) при некотором j = k уже доказана
для всех l. Возьмем некоторое l > 0 и докажем
справедливость (40 с.25) при j = k + 1. Из (39
с.25) имеем

yk+1(t)−ehλk+1yk+1(t−h) =

h∫

0

esλk+1yk(t−sk+1)dsk+1.

Отсюда по индуктивному предположению следу-
ет, что

yk+1(t− jh)− ehλk+1yk+1(t− (j + 1)h)−

−
k∑

i=1

γi(l − j, k)yk+1(t− (l + i)h)+

+
k∑

i=1

γi(l − j, k)ehλk+1yk+1(t− (l + i + 1)h)] =

=

h∫

0

e sλk+1

∫

Ω(j,h,l)

e

j∑
i=1

siλi

×

× v

(
(k + l + j)h− sk+1 −

j∑
i=1

si

)
ds1 . . . dskdsk+1,

j = 0, 1, . . . , l − 1.

Домножив j−ое из этих равенств на ejhλk+1 при
j = 0, 1, . . . , l − 1 и сложив результаты, получаем
(40 с.25) при j = k + 1. Индуктивный переход
обоснован, и тем самым лемма доказана.

Перепишем еще раз объект управления (22
с.23) в форме пространства состояний:

dx(t)

dt
= Ax(t) + Bu(t− 1) + Bvv(t), y(t) = C∗x(t).

Определим J c = inf Jc по всем обратным связям,
и величины

Ĵ =

1∫

0

∣∣C∗esABv

∣∣ ds,

J̃ = sup
|v(t)|≤1

∫

Ω

e

n∑
j=1

sjλj

v

(
1−

n∑
i=1

si

)
ds1 . . . dsn.

Лемма 3. Справедливы соотношения

Ĵ = J̃ , (41)

J c ≥ ĴCv. (42)

Доказательство. По формуле Коши из урав-
нения объекта в пространстве состояний при u ≡
0 следует, что

y(t) = C∗eAx(t− 1) +

1∫

0

C∗esABvv(t− s) ds.

Если v(s) = 0 при s ≤ t − 1, то сравнивая это
равенство с (38 с.25), получаем

1∫

0

C∗esABvv(t− s) ds =

=

∫

Ω

e

n∑
j=1

sjλj

v

(
(k + L + n)h−

n∑
j=1

sj

)
ds1 . . . dsn.

При v(t − s) = signC∗esABv отсюда, в частности,
следует (41).

Чтобы обосновать (42), воспользуемся еще раз
уравнением объекта управления в пространстве
состояний. По формуле Коши

y(t + 1)−
1∫

0

C∗esABvv(t + 1− s) ds = r(t)
def
=

= C∗eAx(t) +

1∫

0

C∗esABu(t− s) ds.

К моменту t значение правой части этого равен-
ства уже определено. Поэтому, каковы бы не бы-
ли значения управления, возмущающее воздей-
ствие

v(k + ε) = CvsignC∗e(1−ε)ABvsign r(k)

обеспечивает неравенство |y(k)| ≥ CvĴ , откуда и
следует (42). Лемма доказана.

Обозначим

Hk = yk − {δ(∇)β(∇)uk−2L−n + γ(∇)yk−L−n}.
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Лемма 4. Имеют место неравенства

|Hk| ≤ J c + CvO(h), (43)
|Hk −Hk−1| ≤ (2Cv + |Hk−1|)en maxj Reλjh. (44)

Доказательство. Воспользуемся формулой
(38 с.25). Из нее в силу (37 с.25) следует, что

Hk =

∫

Ω(n,h,L)

e

n∑
j=1

sjλj

v

(
kh−

n∑
j=1

sj

)
ds1 . . . dsn.

По лемме 3 с.26 отсюда следует (43) поскольку Ω
и Ω(n, h, L) при L = 1/h различаются на множе-
ство меры O(h).

Из (37 с.25),(38 с.25) следует также, что

Hk − ehλnHk−1 =

=

∫

Ω(n,h,L)

e
P

sjλj v
(
kh−

∑
sj

)
ds1 . . . dsn−

− ehλn

∫

Ω(n,h,L)

e
P

sjλj v
(
kh− h−

∑
sj

)
ds1 . . . dsn =

=

∫

Ω(n,h,L)

{
e
P

sjλj v
(
kh−

∑
sj

)}
ds1 . . . dsn−

−
∫

Ω(n,h,L)+(0,...,0,h)′

{
e
P

sjλj v
(
kh−

∑
sj

)}
ds1 . . . dsn =

=

∫

Ω(n,h,L)\(Ω(n,h,L)+(0,...,0,h)′)

{. . .}ds1 . . . dsn −
∫

(Ω(n,h,L)+(0,...,0,h)′)\Ω(n,h,L)

{. . .}ds1 . . . dsn.

Оба множества, по которым ведется интегриро-
вание, имеют меру, не превосходящую h. Отсюда
с учетом (43) следует (44), поскольку

Hk −Hk−1 = Hk − ehλnHk−1 + (ehλn − 1)Hk−1.

Лемма доказана.

Теорема 3. Регулятор (24 с.23),(37 с.25) при
L = 1/h делает замкнутую систему диссипа-
тивной и доставляет функционалу (27 с.23) суб-
оптимальное значение J c +O(h).

Доказательство. Из уравнения регулятора
(37 с.25) следует, что Hk = yk. Поэтому из нера-
венств (43),(44) следует, что Cy ≤ J c + CvO(h) и
C ′

y ≤ CvO(h). Применяя лемму 1 с.23, получаем
необходимые оценки для Cy и Cu. Теорема дока-
зана.

Бесконечномерные модели.

Полугруппы.

Рассмотрим T (t) ∈ L(X), t ≥ 0. Это полугруппа
класса C0, если

(i). T (0) = I.

(ii). T (t1 + t2) = T (t1)T (t2) = T (t2)T (t1).

(iii). ‖T (t)x− x‖ −−−→
t→+0

0

Свойства:
Непрерывность справа. При любом t

T (t + ∆)x− T (t)x = T (t)[T (∆)x− x]
(iii)−−−−→

∆→+0
0.

Ограниченность. Фиксируем L > 0. Для произ-
вольного x ∈ X в силу (iii) найдется такое ∆, что
‖T (t)x‖ ≤ C при t ∈ (0, ∆]. Представив t ≤ L в
виде k∆ + r, k ≤ L/∆, r < ∆, получаем

‖T (t)x‖ ≤‖T (∆)kT (r)x‖ ≤ ‖T (∆)k‖C < ∞⇒

sup
0≤t≤L

‖T (t)x‖ < ∞,

откуда по теореме Банаха-Штейнгауза

sup
0≤t≤L

‖T (t)‖ < M < ∞.

Непрерывность слева.

‖T (t)x−T (t−∆)x‖ = ‖T (t−∆)[T (∆)x− x]‖ ≤
≤ M‖T (∆)x− x‖ −−−→

∆→0
0.

Дифференцируемость (бесконечная на плот-
ном в X множестве). Фиксируем x ∈ X, t > 0 и
положим

y =

∫ t

0

T (σ)xdσ
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(интеграл Римана). Тогда

T (∆)y − y =

∫ t

0

[T (σ + ∆)x− T (σ)x]dσ =

=

∫ t+∆

∆

T (σ)xdσ −
∫ t

0

T (σ)xdσ =

=

∫ t+∆

t

T (σ)xdσ −
∫ ∆

0

T (σ)xdσ =

=

∫ ∆

0

T (σ)[T (t)x]dσ −
∫ t

0

T (σ)xdσ.

Поскольку
∥∥∥∥

1

∆

∫ ∆

0

T (σ)zdσ − z

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
1

∆

∫ ∆

0

[T (σ)z − z]dσ

∥∥∥∥ ≤

≤ sup
0≤σ≤∆

‖T (σ)z − z‖,

то, подставив z = T (t)x и z = x, получаем

T (∆)y − y

∆
−−−→
∆→0

T (t)x− x.

Определим генератор полугруппы A равен-
ством

Ax = lim
∆→0

T (∆)x− x

∆

на D — множестве тех x, для которых предел су-
ществует. Так как

D ⊃
{∫ t

0

T (σ)xdσ

}
⇒ D ⊃ span

{∫ t

0

T (σ)xdσ

}
,

и

lim
t→0

1

t

∫ t

0

T (σ)xdσ = x,

то D плотно в X.
Экспоненциальный рост.

w(t)
def
= ln‖T (t)‖ ⇒ w(t1 + t2) ≤ w(t1) + w(t2).

ω0
def
= inf

t≥0

w(t)

t
≥ −∞.

ω0 конечна : фиксируем ε > 0 и возьмем a > 0 :
w(a)/a ≤ ω0 + ε.

t = ka + r, 0 ≤ r ≤ a ⇒

w(t)

t
=

w(ka + r)

(ka + r)
≤ kw(a)

(ka + r)
+

w(r)

(ka + r)
≤

≤ w(a)

(a + r/k)
+

w(r)

t
≤ ω0 + ε +

w(r)

t
⇒

w(t)

t
≤ lnMε

t
+ ω0 + ε ⇒ ω0 = lim

t→∞
w(t)

t
.

‖T (t)‖ ≤ Mεe
t(ω0+ε)

ω0 = −∞ :

∀N∃a = a(N) : w(a)/a ≤ −N ⇒
w(t)

t
≤ −N +

lnMN

t
⇒ lim

w(t)

t
≤ −N ⇒

lim
w(t)

t
= −∞.

‖T (t)‖ ≤ M
N
e−Nt

Резольвента. При Reλ > ω0 рассмотрим

R(λ)x =

∫ ∞

0

eλtT (t)xdt.

Интеграл сходится в силу экспоненциальной
оценки роста полугруппы, и потому же справед-
ливо одно из двух неравенств

‖R(λ)‖ ≤ Mε

Reλ− ω0 − ε
, ‖R(λ)‖ ≤ MN

N + Reλ
,

откуда R(λ) −−−−−→
Reλ→+∞

0.
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Докажем, что R(λ)X = D при Reλ > ω0:

(T (∆)−I)R(λ)x=

∞∫

0

e−λt[T (t + ∆)x− T (t)x]dt=

=

∞∫

∆

e−λteλ∆T (t)x dt−
∞∫

0

e−λtT (t)x dt =

=−
∆∫

0

e−λtT (t)x dt + (eλ∆ − 1)

∞∫

∆

e−λtT (t)x dt

⇒
(T (∆)− I)

∆
R(λ)x −−−→

∆→0
−x + λ

∞∫

0

e−λtT (t)x dt.

Таким образом, R(λ)X ⊂ D(A) и

λR(λ)x− AR(λ)x = x. (45)

Если x ∈ D(A), то

(
T (∆)−I

∆

)
R(λ)x =

∞∫

0

e−λt

[
T (t + ∆)x−T (t)x

∆

]
dt,

T (t+∆)x−T (t)x

∆
=T (t)

[
T (∆)x−x

∆

]
−−−→
∆→0

T (t)Ax,

∥∥∥∥
T (t+∆)x−T (t)x

∆
− T (t)Ax

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥T (t)

(
T (∆)x−x

∆
− Ax

)∥∥∥∥ ≤ ‖(. . .)‖︸ ︷︷ ︸
const(t)→0

‖T (t)‖.

Следовательно,
∞∫

0

e−λt

[
T (t + ∆)x−T (t)x

∆

]
dt →

∞∫

0

e−λtT (t)Axdt =

= R(λ)Ax.

Таким образом,

x ∈ D(A) ⇒ AR(λ)x = R(λ)Ax,

λR(λ)x−R(λ)Ax = x,
(46)

и D(A) ⊂ R(λ)X, откуда

D(A) = R(λ)X

Следствие: A — замкнутый оператор. Дей-
ствительно, пусть xn ∈ D(A), xn → x, yn =
Axn → y, тогда

xn = R(λ)(λxn − Axn) ⇒ x = R(λ)(λx− y) ∈ D(A).

Из (45) x− λR(λ)x = AR(λ)x, поэтому

R(λ)y = AR(λ)x = R(λ)Ax ⇒
(y − Ax) = 0 ⇒ y − Ax = 0,

поскольку в силу (45) 0 6∈ σ(R(λ)) : R(λ)z = 0 ⇒
z = 0.

Итак, показано, что R(λ) — резольвента A, бу-
дем писать R(λ,A). Свойства резольвенты:

(i). R(λ,A) =
∫∞
0

eλtT (t)dt при Reλ > ω0,

lim
Reλ→∞

λR(λ,A) = x ∀x ∈ X, (47)

‖λR(λ,A)‖ ≤ M < +∞ (48)

при д.б. Reλ.

(ii). R(λ,A)D(A) плотно в D(A) и в X.
Действительно,

y ∈ D(A) ⇒ y = R(λ,A)x, x ∈ X
D(A) плотно в X⇒

∃{xn} : D(A) 3 xn → x ⇒ R(λ,A)xn → y.

Аналогично R(λ,A)nX плотно в X ∀n. Сле-
довательно, D(An) плотно в X ∀n, поскольку
R(λ,A)nX ⊂ D(An).

(iii). x ∈ D(A) ⇒ λ2R(λ,A)x− λx −−−−→
Reλ→∞

Ax.

(iv). R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ, A)R(µ, A).

(v). ‖R(λ,A)n‖ ≥ M(ω)
(Reλ−ω)n , Reλ > ω > ω0.

Действительно,

R(λ,A)nx =

∞∫

0

. . .

∞∫

0

e−λ(σ1+σ2+...+σn)×

× T (σ1 + σ2 + . . . + σn)x dσ1dσ2 . . . dσn ⇒

‖R(λ,A)n‖ ≤ Mε

∞∫

0

. . .

∞∫

0

exp{−λ(σ1 +. . .+ σn)+

+ ω(σ1 +. . .+ σn)} dσ1dσ2 . . . dσn =

=
Mε

(Reλ− ω)n
,
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где ε = ω − ω0, Mε не зависит от n.

Построение полугруппы по генератору.

Теорема о порождении полугруппы. Пусть
A — замкнутый оператор, D(A) плотно в X.

A — генератор полугруппы класса C0 ⇔
Re σ(A) ≤ ω0 < +∞ и

‖R(λ,A)n‖ ≤ M/(λ− ω0)
n при

λ > ω0, n = 1, 2, . . . .
(49)

Доказательство. Необходимость уже дока-
зана, доказываем достаточность. Рассматривая
A − ω0I вместо A, сводим все к случаю ω0 = 0.
Покажем, что

x ∈ D(A) ⇒ λ2R(λ,A)x− λx −−−→
λ→∞

Ax.

В самом деле,

‖AR(λ,A)x‖ = ‖R(λ,A)Ax‖ ≤ M‖Ax‖/λ
при x ∈ D(A), поэтому из равенства λR(λ,A)x−
R(λ,A)Ax = x следует, что

‖λR(λ,A)x− x‖ −−−→
λ→∞

0.

Если x ∈ D(A), то

λ2R(λ,A)x− λx = λ[λR(λ,A)x− x] =

=λR(λ,A)x → x при λ →∞,

что и требовалось.
Рассмотрим полугруппу

Sλ(t) = etλ2R(λ,A)−λt = e−λt

∞∑
0

λ2nR(λ,A)ntn

n!
.

Ясно, что

‖Sλ(t)‖ ≤ e−λt

∞∑
0

λ2n‖R(λ,A)n‖tn
n!

≤ M.

Обозначим B(λ) = λ2R(λ,A)−λI и воспользуемся
тождеством

Sλ(t)x− Sµ(t)x =

t∫

0

[Sλ(s)Sµ(t− s)]′s ds =

=

t∫

0

Sλ(s)Sµ(t− s)[B(λ)x−B(µ)x] ds,

откуда

‖Sλ(t)x− Sµ(t)x‖ ≤ M2t‖B(λ)x−B(µ)x‖.

Эта оценка при λ = λk, µ = λm, где λn → ∞, в
силу полноты банахового пространства X гаран-
тирует равномерную сходимость Sλ(t)x в D(A) на
любом компактном временном отрезке. Посколь-
ку D(A) плотно в X и ‖Sλ(t)‖ ≤ M , то Sλ(t)x для
каждого x ∈ X сходится равномерно на любом
компактном временном отрезке. Обозначим

T (t)x = lim
λ→∞

Sλ(t),

тогда в силу равномерной сходимости T (t) — се-
мейство ограниченных линейных операторов, об-
разующих полугруппу класса C0, и ‖T (t)‖ ≤ M .
Обозначим через A′ генератор T (t) и покажем,
что A′ = A. Из ограниченности T (t) при µ > 0
имеем

R(µ,A′)x=

∞∫

0

e−µtT (t)x dt= lim
λ→∞

∞∫

0

e−µtSλ(t)x dt =

= lim
λ→∞

R(µ,B(λ))x.

Переходя к пределу по λ в равенстве

µR(µ, B(λ))x−R(µ,B(λ))B(λ)x = x,

для x ∈ D(A) получаем

µR(µ, A′)x−R(µ,A′)Ax = x.

Пусть y ∈ X, тогда x = R(µ, A)y ∈ D(A) и

R(µ,A′)(µR(µ,A)y − AR(µ,A)y) = R(µ,A)y ⇔
R(µ,A′)y = R(µ,A)y ⇒ D(A) = D(A′)

Наконец,

µR(µ,A′)x− AR(µ,A′)x = x,
µR(µ,A′)x− A′R(µ, A′)x = x

}
⇒

(A− A′)R(µ,A′)x = 0 ⇒

Ax = A′x ∀x ∈ D(A) = D(A′).
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Стабилизируемость бесконечномер-
ных объектов по состоянию.

Система

dx(t)

dt
= Ax(t) + Bu(t), y = Cx. (50)

X = {x} — банахово пространство, u(t) ∈ Rm,
y(t) ∈ Rl, B ∈ L(Rm → X), C ∈ L(X → Rm). A
— генератор полугруппы G(t) класса C0:

x(t) = G(t)x(0) +

t∫

0

G(t− s)Bu(s)ds,

y(t) = Cx(t).

Любая экспоненциально стабилизируемая по
состоянию динамическая система (50) с ко-
нечномерным входом допускает спектраль-
ное разложение на экспоненциально устой-
чивую и конечномерную вполне управляе-
мую подсистемы.

Спектральное разложение:

∃γ < 0 : σu = {λ ∈ σ(A), Reλ ≥ γ} —

ограниченное множество, отделимое от σ(A)\σu

простым гладким замкнутым контуром Γ, при об-
ходе которого σu остается слева. Проектор

P = − 1

2πi

∮

Γ

R(λ,A)dλ

разлагает пространство X на прямую сумму ин-
вариантных относительно G(t) подпространств
X ′ = PX и X ′′ = kerP , причем спектр сужения
A на X ′′ принадлежит полуплоскости Reλ < γ.
Система (50) распадается на две:

dx′

dt
=A′x′ + B′u, x′ = Px ∈ X ′, y′ = C ′x′, (51)

dx′′

dt
=A′′x′′ + B′′u, (52)

x′′ = (I − P)x ∈ X ′′, y′′ = C ′′x′′,

y = y′ + y′′.

где A′, A′′, C ′, C ′′ — сужения A и C на X ′ и X ′′

соответственно, B′ = PB, B′′ = (I −P)B.
Теорема Нефедова-Шолоховича. Для

стабилизируемости системы (50) необходимо и
достаточно существование такого спектраль-
ного разложения оператора A, что подсистема
(52) экспоненциально устойчива, а подсистема
(51) конечномерна и управляема.

Конечномерность X ′ позволяет корректно
определить характеристический определитель A′.

Не умаляя общности, будем считать, что все
собственные числа A′ лежат в замкнутой правой
полуплоскости Re λ ≥ 0. Этим условием обес-
печивается единственность разложения системы
(50) на подсистемы. Обозначим

W (λ) = C(λI − A)−1B = W ′(λ) + W ′′(λ),

W ′(λ) = C ′(λI − A′)−1B′,

W ′′(λ) = C ′′(λI − A′′)−1B′′,

a(λ) = det(λI − A′).

Стабилизируемость по выходу и
невырожденность передаточных
функций непрерывных объектов.

Определение. Динамическая система (50)
стабилизируема по выходу y(t), если существу-
ют такое банахово пространство Z = {z} и такие
операторы A,B, C,D, что система уравнений (50)
и

dz

dt
= Az + By, u = Cz +Dy (53)

экспоненциально устойчива. (Подразумевается,
что A порождает полугруппу класса C0 на Z,
поэтому решения однородной системы уравнений
(50),(53) определяются однозначно).

Уравнение (53) будем называть уравнением об-
ратной связи.

Определение. Динамическая система (50)
невырождена в замкнутой правой полуплоско-
сти, если для любого корня λ0 многочлена
a(λ) = det(λI − A′) существует такой минор µ(λ)
матричной функции W (λ), что

lim
λ→λ0

a(λ)µ(λ) 6= 0. (54)
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Теорема о стабилизации по выходу.
Стабилизируемость динамической системы (50
с.31) по выходу эквивалентна ее невырожденн-
ности в замкнутой правой полуплоскости.

Лемма 1. Пусть в некоторой окрестности
точки λ0 скалярная функция a(λ) и матричная
функция A(λ) аналитичны, а другая матричная
функция B(λ), имеющая ту же размерность,
дробно-рациональна. Пусть

lim
λ→λ0

a(λ)µ(λ) = 0, (55)

где µ(λ) — любой минор B(λ). Тогда (55) выпол-
нено и для любого минора B(λ) + A(λ).

Доказательство. Не умаляя общности, пред-
полагаем нулями все элементы A(λ), кроме
Ai0,j0(λ). Пусть µB(λ) — произвольный минор
B(λ), а µA+B(λ) — минор B(λ)+A(λ), подсчитан-
ный по тем же строкам и столбцам. Тогда либо
µA+B(λ) = µB(λ), либо

µA+B(λ) = µB(λ) + Ai0,j0(λ)µi0,j0,B(λ), (56)

где µi0,j0,B — минор B(λ), порядок которого мень-
ше порядка µB(λ). Из (56) следует (55) для µ(λ) =
µA+B(λ). Лемма доказана.

Лемма 2. Динамическая система (50 с.31)
невырождена в замкнутой правой полуплоско-
сти тогда и только тогда, когда невырождена
ее конечномерная подсистема (51 с.31).

Доказательство следует из леммы 1, по-
скольку функции W (λ) и W ′(λ) отличаются на
W ′′(λ), которая в правой полуплоскости анали-
тична.

Доказательство теоремы о стабилизации
по выходу.Покажем, что вырожденная в правой
полуплоскости система (50 с.31) не может быть
стабилизируемой. Действительно, по лемме 2 вы-
рожденность (50 с.31) влечет вырожденность ко-
нечномерной подсистемы (51 с.31). По конечно-
мерной теореме о невырожденности отсюда сле-
дует ненаблюдаемость конечномерной подсисте-
мы (51 с.31). В силу соответствующего критерия
наблюдаемости мы получаем, что у конечномер-
ного оператора A′ существует собственный век-
тор x′0 ∈ X ′, удовлетворяющий равенствам A′x′0 =
λ0x

′
0, C ′x′0 = 0, причем Reλ0 ≥ 0. Фиксируем про-

извольную обратную связь (53 с.31). Пусть век-
тор начальных данных системы (50 с.31), (53 с.31)
имеет вид x0 = (x′0, 0)′, z0 = 0. Тогда решением

служат функции x(t) = col(exp(tλ0)x
′
0, 0), u(t) ≡

y(t) ≡ 0, z(t) ≡ 0. Таким образом, никакая об-
ратная связь не обеспечивает асимптотической
устойчивости, то есть система (50 с.31) не стаби-
лизируема по выходу.

Покажем теперь, что для невырожденной в
правой полуплоскости системы (50 с.31) мож-
но построиm обратную связь, обеспечивающую
устойчивость замкнутой системы. Из невырож-
денности системы (50 с.31) в правой полуплоско-
сти по лемме 2 следует, что конечномерная под-
система (51 с.31) невырождена, то есть управляе-
ма и наблюдаема. Предположим сначала, что из-
мерению доступен конечномерный вектор x′. То-
гда в силу управляемости подсистемы (51 с.31)
найдется такая N × m−матрица L, что все соб-
ственные числа N ×N−матрицы A′ + B′L лежат
в открытой левой полуплоскости. Следовательно,
система уравнений (51 с.31),(52 с.31) и

u = Lx′ (57)

экспоненциально устойчива. Действительно, из
(57) следует экспоненциальная оценка для x′(t)
и u(t), а из оценки для u(t) вытекает оценка для
x′′(t) в силу устойчивости оператора A′′ в уравне-
нии (52 с.31).

Таким образом, обратная связь (57) стабили-
зирует систему (50 с.31). В отличие от (53 с.31),
однако, в правую часть уравнения (57) входит
функция x′(·) вместо наблюдаемого выхода y(·).
Чтобы привести уравнение (57) к виду (53 с.31),
определим функцию ỹ(·) из дифференциального
уравнения

dx̃

dt
= A′′x̃ + B′′u, ỹ = C ′′x̃

в банаховом пространстве X ′′, и положим δ(t) =
y′′(t) − ỹ(t). Очевидно, | δ(t) | убывает экспонен-
циально, поскольку d[x̃(t) − x′′(t)]/dt = A′′[x̃(t) −
x′′(t)]. Таким образом, y′(t) = y(t) − y′′(t) =
y(t) − ỹ(t) + δ(t), δ(t) → 0, то есть значения y′(t)
нам известны с точностью до затухающего сигна-
ла. Это дает возможность построить наблюдатель
для x′(t) :

dx̂/dt = A′x̂ + B′u + T (y − ỹ − C ′x̂).
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Тогда

d(x′−x̂)/dt = A′(x′ − x̂) + T (y′ − δ − C ′x̂) =

= A′(x′ − x̂) + T (C ′x′ − δ − C ′x̂) =

= (A′ + TC ′)(x′ − x̂)− Tδ.

Поскольку пара {A′, L′} наблюдаема, найдется
такая N×l−матрица T , что спектр A′+TC ′ лежит
в левой полуплоскости, и тогда x′(t) − x̂(t) → 0
экспоненциально. Поэтому для стабилизации си-
стемы мы можем подставить в (57 с.32) функцию
x̂(t) вместо x′(t), и устойчивость замкнутой систе-
мы не нарушится.

Окончательно, уравнения стабилизирующей
обратной связи имеют вид

d

dt

[
x̂
x̃

]
=

[
A′+B′L −TC ′′

B′′L A′′

] [
x̂
x̃

]
+

[
T
0

]
y,

u = Lx̂,

что и требуется по определению 1. Теорема дока-
зана.

Дискретизация, стабилизируемость
и невырожденность.

Вернемся к декомпозиции рассматриваемых
(то есть стабилизируемых по выходу) бесконечно-
мерных систем на конечномерную невырожден-
ную и бесконечномерную устойчивую подсистемы
(51 с.31) и (52 с.31), и соответствующую декомпо-
зицию формулы Коши:

x′(t) = G′(t)x′(0) +
t∫

0

G′(s)B′u(t− s)ds,

x′′(t) = G′′(t)x′′(0) +
t∫

0

G′′(s)B′′u(t− s)ds,

y = y′ + y′′, y′ = C ′x′, y′′ = C ′′x′′,




(58)

В этих формулах G′(t) = PG(t) и G′′(t) = (I-
P)G(t) — полугруппы, порождаемые оператора-
ми A′ и A′′ на соответствующих подпростран-
ствах, причем G′(t) = exp(tA′) в силу конечно-
мерности X ′, а полугруппа G′′(t) имеет отрица-
тельный тип:

‖ G′′(t) ‖≤ exp(γt) (59)

при всех достаточно больших t.
Пусть управление кусочно-постоянно с перио-

дом h:

u(kh + ε) = uk, ε ∈ [0, h), k = 0, 1, . . . . (60)

Обозначим yk = y(kh), y′k = y′(kh), y′′k = y′′(kh).
Пусть, далее,

P = G(h), Q =

∫ h

0

G(s)Bds, xk = x(kh),

P ′ = G′(h), Q′ =
∫ h

0

G′(s)B′ds, x′k = x′(kh),

P ′′ = G′′(h), Q′′ =
∫ h

0

G′′(s)B′′ds, x′′k = x′′(kh).

Из (58) следует, что

x′k+1 = P ′x′k + Q′uk, y′k = C ′x′k, (61)
x′′k+1 = P ′′x′′k + Q′′uk, y′′k = C ′′x′′k, yk = y′k + y′′k .

(62)

Уравнения (61),(62) можно рассматривать как
дискретную по времени модель исходной динами-
ческой системы (50 с.31) в форме пространства
состояний. Однако во многих случаях эта форма
неудобна (например, в связи с тем, что бесконеч-
номерный вектор состояния xk = col(x′k, x′′k) недо-
ступен для измерения). Покажем, каким образом
значения xk при k > 0 можно исключить из урав-
нения дискретной модели (61),(62), получив тем
самым уравнение в форме ”вход-выход”.

Определим передаточные функции дискрет-
ной по времени динамической системы (61),(62):

χ(λ) = C(I − λP )−1Q = χ′(λ) + χ′′(λ),

χ′(λ) = C ′(I − λP ′)−1Q′, χ′′(λ) = C ′′(I − λP ′′)−1Q′′.
(63)

Фиксируем также обозначение для характеристи-
ческого многочлена конечномерной подсистемы
(61): α(λ) = det(I − λQ′). Для удобства записи
разностных уравнений определим для произволь-
ных последовательностей {zk}∞k=0 оператор сдви-
га q : qzk = zk−1 при k > 0, qz0 = 0. Естествен-
ным образом определяются положительные сте-
пени q, многочлены и ряды от q, причем вопрос о
сходимости не возникает, поскольку

∑∞
i=0 βiq

izk =∑k
i=0 βizk−i.



34

Теорема о дискретизации. При условии (60
с.33) любое решение уравнения (50 с.31) удовле-
творяет разностному уравнению

α(q)yk = β(q)uk−1 + vkx(0), k = 0, 1, ..., (64)

в котором

α(λ) = 1 +
N∑

i=1

αiλ
i = det(I − λP ′),

β(λ) =
∞∑
i=0

βiλ
i = α(λ)C(I − λP )−1Q

— аналитическая в единичном круге функция, vk

— непрерывные линейные функционалы, причем

| βj |≤ rj, ‖ vj ‖≤ rj (65)

для некоторого r ∈ (0, 1) при всех достаточно
больших j.

З а м е ч а н и е 1. Эквивалентная форма
записи разностного уравнения (64) — это

yk =
k∑

j=1

βjuk−j −
N∑

j=1

αjyk−j + vkx(0), k = 0, 1, ...,

где yi = 0 при i < 0. Эту формулу можно исполь-
зовать для вычисления значений yk. Пренебрегая
последним слагаемым в правой части, мы полу-
чаем приближенную формулу, точность которой
в силу (65) с ростом k растет экспоненциально.
Очевидно, что при априорно ограниченных зна-
чениях uk с тем же успехом можно пренебречь и
коэффициентами βj при всех достаточно больших
j.

З а м е ч а н и е 2. Если имеет место часто вы-
полненное на практике дополнительное условие
полной непрерывности порождаемой оператором
A полугруппы G(t) при всех положительных t,
то формулировка теоремы может быть усилена.
В этом случае для произвольного r ∈(0,1) су-
ществуют такие α(λ), β(λ) и {vk}, для которых
выполнено уравнение (64) и при всех достаточно
больших j справедливы неравенства (65).

Доказательство теоремы о дискретизации.
Уравнение (61 с.33) — это обыкновенное разност-
ное уравнение в конечномерном пространстве со-
стояний, оно стандартным образом приводится к
форме ”вход-выход”:

α(q)y′k = β′(q)uk−1, (66)

где α(λ) = det(I − λP ′), β′(λ) = α(λ)C ′(I −
λP ′)−1Q′. Что касается уравнения (62 с.33), то оно
может быть переписано в виде

y′′k = C ′′x′′k = C ′′P ′′kx′′0 +
k∑

j=1

C ′′P ′′(j−1)Q′′uk−j,

откуда

α(q)y′′k = β′′(q)uk−1 + vkx0, (67)

где

β′′(λ) = α(λ)
∞∑

j=0

C ′′P ′′jQ′′λj, vkx0 = [α(q)C ′′P ′′k]x′′0.

Сложив равенства (66) и (67), получаем (64).
Неравенства (65) справедливы по определению
β′′(λ) и vk, поскольку в силу (59 с.33) спектраль-
ный радиус P ′′ строго меньше r = exp(hγ) < 1.
Теорема доказана.

Определение 3. Динамическая система (64)
конечномерно стабилизируема по выходу yk, ес-
ли существуют такие многочлены γ(λ) и δ(λ), что
γ(0) = 1 и система разностных уравнений (64) и
γ(q)uk = δ(q)yk асимптотически устойчива.

Определение 4. Динамическая система (64)
невырождена в замкнутом единичном круге, ес-
ли аналитические в области | λ |< R, R > 1
функции α(λ) = det(I − λP ′) и β(λ) = α(λ)χ(λ)
не имеют общих нулей при | λ |≤ 1.

Теорема о наследовании невырожденно-
сти и стабилизации. Пусть динамическая си-
стема (64) получена в результате дискрети-
зации прототипа (50 с.31) с достаточно ма-
лым периодом h. Тогда следующие условия экви-
валентны:

1. Система (50 с.31) невырождена в замкну-
той правой полуплоскости.

2. Система (64) невырождена в замкнутом
единичном круге.

3. Система (64) конечномерно стабилизируе-
ма по выходу.

З а м е ч а н и е. Обратная связь γ(q)uk =
δ(q)yk обеспечивает устойчивость не только ко-
нечно стабилизируемой системы (64), но и ее
непрерывного прототипа (50 с.31).
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Лемма 3. Динамическая система (64 с.34)
невырождена в замкнутом единичном круге то-
гда и только тогда, когда невырождена ее конеч-
номерная подсистема (61 с.33) (в скалярном слу-
чае — когда многочлены α(λ) = det(I − λP ′) и
β′(λ) = α(λ)χ′(λ) не имеют общих нулей).

Доказательство повторяет доказательство
леммы 2.

Доказательство теоремы. Убедимся снача-
ла в равносильности условий 1 и 2 при любом
достаточно малом значении h. Для конечномер-
ных систем этот факт уже доказан — см. теорему
о наследовании невырожденности. Этого вполне
достаточно и в общем случае, поскольку в силу
лемм 2 и 3 невырожденность бесконечномерных
систем (50 с.31) и (64 с.34) (в правой полуплоско-
сти и единичном круге соответственно) эквива-
лентна невырожденности их конечномерных под-
систем (52 с.31) и (61 с.33), которые связаны друг
с другом как непрерывный (по времени) прототип
и его дискретная модель.

Вырожденная система не может быть стаби-
лизирована никакой обратной связью. Это утвер-
ждение для непрерывной системы (50 с.31) со-
ставляет часть формулировки теоремы о ста-
билизации по выходу; для дискретной системы
(64 с.34) в ее эквивалентном представлении (61
с.33),(62 с.33) оно доказывается аналогичным об-
разом. Поэтому для завершения доказательства
остается убедиться, что из невырожденности си-
стемы (64 с.34) следует ее конечномерная стаби-
лизируемость.

Обозначим через λj корни многочлена α(λ),
j = 1, 2, ..., N. Для простоты изложения ограни-
чимся скалярным случаем и предположим, что
все λj различны, на самом деле это условие несу-
щественно. Фиксируем устойчивый (не имеющий
корней в замкнутом единичном круге) многочлен
ζ(λ). Зададимся некоторым значением M > 0
и представим числитель передаточной функции
χ(λ) в виде

β(λ) = βM(λ) + λMβM(λ),

где βM(λ) — многочлен степени M , а βM(λ) —
аналитическая в единичном круге функция. При
достаточно больших M многочлен βM(λ) не имеет
в единичном круге общих корней с α(λ):

α(λ) = 0, |λ| ≤ 1 ⇒ βM(λ) 6= 0.

Действительно, пусть Ω− окрестность некоторого
λj, достаточно малая для того, чтобы в ней не
было ни корней β(λ), ни других корней α(λ). На
ее границе

sup | βM(λ) |→ 0 при M →∞.

Следовательно, в силу теоремы Руше при доста-
точно большом M количество корней внутри Ω у
функций βM(λ) и β(λ) = βM(λ) + λMβM(λ) оди-
наковое, то есть нулевое.

Итак, пусть M больше степени ζ(λ) и доста-
точно велико для того, чтобы многочлен βM(λ)
не имел в единичном круге общих корней с α(λ).
Определим многочлены γM(λ) и δM(λ) степеней
M−1 и N−1 соответственно из диофантова урав-
нения

α(λ)γM(λ)− λδM(λ)βM(λ) = ζ(λ).

В силу условия на корни α(λ) многочлен δM(λ)
однозначно определяется равенствами

δM(λj) = λjζ(λj)/βM(λj), j = 1, 2, .., N.

Из аналогичных равенств

δ(λj) = λjζ(λj)/β(λj), j = 1, 2, .., N.

можно определить многочлен δ(λ) той же степе-
ни N − 1, к коэффициентам которого стремятся
коэффициенты δM(λ) при M →∞.

Пусть
γM(q)uk = δM(q)yk. (68)

Тогда в силу уравнения (64 с.34) мы имеем

ζ(q)yk =[α(q)γM(q)− δM(q)βM(q)]yk =

=γM(q)[β(q)uk + vkx0]− δM(q)βM(q)yk =

=qMβM(q)δM(q)yk + γM(q)vkx0,

ζ(q)uk =[α(q)γM(q)− δM(q)βM(q)]uk =

=α(q)γM(q)uk − δM(q)[β(q)− qMβM(q)]uk =

=qMβM(q)δM(q)uk − δM(q)vkx0.

На единичной окружности функции ζ(λ) и ζ(λ)−
λMβM(λ)δM(λ) различаются сколь угодно мало,
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поскольку δM(λ) → δ(λ) и βM(λ) → 0 при M →
∞. Вновь применив теорему Руше, убеждаемся
в устойчивости замкнутой системы разностных
уравнений (64 с.34), (68 с.35).

Нам осталось убедиться, что при достаточно
малых h система уравнений (50 с.31), (60 с.33), (68
с.35) также является устойчивой. Воспользуемся
равенствами (61 с.33),(62 с.33). Поскольку систе-
ма (64 с.34),(68 с.35) устойчива, имеем uk → 0
и yk → 0 при k → ∞, а также u(t) → 0 при
t → ∞ в силу (60 с.33). Следовательно, y′′k → 0 и
x′′(t) → 0, поскольку W ′′(λ) и χ′′(λ) — передаточ-
ные функции устойчивых бесконечномерных си-
стем. Поскольку W ′(λ) — передаточная функция
конечномерной системы (52 с.31), то из стремле-
ния к нулю uk и y′k = y′(kh) = yk − y′′k следует,
что x′(t) → 0 (почему?). Таким образом, теорема
доказана полностью.

Два замечания к теоремам об устойчивости
и невырожденности:

1. Множество стабилизируемых по выходу си-
стем инвариантно относительно обратных
связей.

2. Стабилизируемая по выходу (⇔ невырож-
денная в неустойчивой области) система
устойчива в том и только в том случае, когда
у ее передаточной функции нет особенностей
в неустойчивой области.

Small gain theorem.

Рассмотрим каноническую устойчивую систему
(для определенности — непрерывную), замкну-
тую устойчивой обратной связью:

ẋ=Ax+B(e−u),
y = Cx

ż = Pz + Qy,
u = Lz + Ry

-- -

¾

y

−

+
e

u
6

6

K

Если коэффициент K достаточно мал, то за-
мкнутая система устойчива.

Определим передаточные функции:

Φ(λ) = (λI − A)−1B, M = L(λI − P )−1Q + R.

Теорема о малом коэффициенте. Обрат-
ная связь из двух устойчивых подсистем устой-
чива в том и только в том случае, если

inf
Reλ>0

|1 + KΦ(λ)M(λ)| > 0. (69)

Доказательство. Выпишем передаточную
функцию от e к y:

y = Φ(λ)(e− u),
u = KM(λ)y

}
⇒

[1 + KΦ(λ)M(λ)]y = Φ(λ)e ⇒
y = W (λ)e, где
W (λ) = [1 + KΦ(λ)M(λ)]−1Φ(λ).

Неравенство (69) эквивалентно отсутствию осо-
бенностей у W (λ) в правой полуплоскости. С уче-
том замечаний 1-2 это эквивалентно устойчиво-
сти. Теорема доказана.

Векторный вариант:

inf
Reλ>0

| det[I + KΦ(λ)M(λ)]| > 0.

При дополнительном условии разрешимости
объект управления и/или обратная связь могут
быть и нелинейными:

K‖Φ‖ · ‖M‖ < 1,

где Φ и M уже не передаточные функции, а про-
сто устойчивые динамические системы, то есть
операторы из {x0} × {u(·)} в множество {y(·)} и
из {z0} × {y(·)} в множество {u(·)} соответствен-
но, а норма определяется естественным образом.
Доказательство — через срезки (сужения) входов
на конечные временны́е интервалы.
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Уравновешенные реализации и
уменьшение размерности канониче-
ских моделей.

Будем рассматривать только конечномерные ли-
нейные стационарные системы

ẋ = Ax + Bu, y = Cx + Du.

Введем для передаточной функции обозначение
[

A B
C D

]
def
= C(λI − A)−1B + D.

Уравнение Ляпунова:

A∗X + XA + Q = 0. (70)

Лемма Ляпунова. Пусть A — устойчивая
матрица, тогда

(i). X =
∫∞

0
eA∗tQeAt dt.

(ii). X > 0 при Q > 0 и X ≥ 0 при Q ≥ 0.

(iii). Если Q ≥ 0, то
наблюдаемость {A,Q} ⇔ X > 0.

И наоборот, если X — решение (70), то

(iv). Reλj(A) ≤ 0 при X > 0 и Q ≥ 0.

(v). Reλj(A) < 0 при X > 0 и Q > 0.

(vi). Reλj(A) < 0 при X ≥ 0 и Q ≥ 0, если пара
{A, Q} детектируема.

Следствие: Пара {A,Q} наблюдаема ⇔ ре-
шение уравнения

A∗Lo + LoA + C∗C = 0

положительно определено. Это решение называ-
ется грамианом наблюдаемости. Аналогично, па-
ра {A,Q} управляема ⇔ решение уравнения

ALc + LcA
∗ + BB∗ = 0

положительно определено, и Lc — грамиан управ-
ляемости.

Лемма 1. Пусть G(λ) =

[
A B
C D

]
, а сим-

метрическая матрица

P = P ∗ =

[
P1 0
0 0

]

с неособым блоком P1 удовлетворяет уравнению

AP + PA∗ + BB∗ = 0.

Разобъем матрицы (A, B, C, D) в соответствии
со структурой P :




A11 A12

A21 A22

B1

B2

C1 C2 D


 .

Тогда G(λ) =

[
A11 B1

C1 D

]
, а пара {A11, B1} управ-

ляемая, если матрица A11 устойчива.
Доказательство: С учетом разбиения матриц

(A,B,C,D) получаем

0 =AP + PA∗ + BB∗ =

=

[
A11P1 + P1A

∗
11 + B1B

∗
1 P1A

∗
21 + B1B

∗
2

A21P1 + B2B
∗
1 B2b

∗
2

]
⇒

B2 = 0 ⇒ A21 = 0,

поскольку P1 — неособая матрица. Т.о.,



A11 A12

A21 A22

B1

B2

C1 C2 D


 =




A11 A12

0 A22

B1

0
C1 C2 D


 =

=

[
A11 B1

C1 D

]
.

Если A11 — устойчивая матрица, то управляе-
мость {A11, B1} следует из леммы Ляпунова. Лем-
ма доказана.

Аналогично доказывается

Лемма 2. Пусть G(λ) =

[
A B
C D

]
, а сим-

метрическая матрица

Q = Q∗ =

[
Q1 0
0 0

]

с неособым блоком Q1 удовлетворяет уравнению

QA + A∗Q + C∗C = 0.

Разобъем матрицы (A, B, C, D) в соответствии
со структурой Q:




A11 A12

A21 A22

B1

B2

C1 C2 D


 .
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Тогда G(λ) =

[
A11 B1

C1 D

]
, а пара {A11, C1} на-

блюдаемая, если матрица A11 устойчива.
Сформулированные леммы позволяют полу-

чить минимальную реализацию устойчивой мо-
дели, отбрасывая те компоненты вектора состоя-
ния, которые соответствуют нулевым диагональ-
ным блокам грамиана управляемости P и грамиа-
на наблюдаемости Q. Что делать, если грамианы
не имеют диагонального вида?

Теорема об одновременном приведении.
Пусть P = P ∗ ≥ 0 и Q = Q∗ ≥ 0. Тогда для неко-
торой невырожденной матрицы T справедливы
равенства

TPT ∗ =




Σ1

Σ2

0
0


 ,

(T−1)∗QT−1 =




Σ1

0
Σ3

0


 ,

(71)

где Σi ≥ 0 — диагональные матрицы.
Доказательство. Поскольку P = P ∗ ≥ 0,

найдется такое преобразование T1, что

T1PT ∗
1 =

[
I 0
0 0

]
.

Пусть

(T−1)∗QT−1 =

[
Q11 Q12

Q∗
12 Q22

]
,

тогда для некоторой унитарной матрицы U1 спра-
ведливо равенство

U1Q11U
∗
1 =

[
Σ2

1 0
0 0

]
, Σ1 > 0.

Определим T2 равенством

(T ∗
2 )−1 =

[
U1 0
0 I

]
,

тогда

(T ∗
2 )−1(T ∗

1 )−1QT−1
1 T−1

2 =

=




Σ2
1 0 Q̂121

0 0 Q̂122

Q̂∗
121 Q̂∗

122 Q22


 ,

причем из Q ≥ 0 следует, что Q̂122 = 0. Опреде-
лим T3 из равенства

(T ∗
3 )−1 =




I 0 0
0 I 0

−Q̂∗
121Σ

−2
1 0 I


 ,

тогда

(T ∗
3 )−1(T ∗

2 )−1(T ∗
1 )−1QT−1

1 T−1
2 (T3)

−1 =

=




Σ2
1 0 0

0 0 0

0 0 Q22 − Q̂∗
121Σ

2
1Q̂121.


 .

Теперь отыщем такую унитарную матрицу U2,
что

U2(Q22 − Q̂∗
121Σ

2
1Q̂121)U

∗
2 =

[
Σ3 0
0 0

]
, Σ3 > 0.

Определим T4 из равенства

(T ∗
4 )−1 =




Σ
−1/2
1 0 0
0 I 0
0 0 U2




и положим

T = T4T3T2T1,

тогда (71) будет справедливо при Σ2 = I.
Следствие 1. Произведение двух положи-

тельно полуопределенных матриц подобно поло-
жительно полуопределенной матрице.

Доказательство. Для построенного выше
преобразования T справедливо

TPQT−1 =

[
Σ2

1 0
0 0

]
.

Следствие 2. Для любой устойчивой систе-

мы с передаточной функцией G(λ) =

[
A B
C D

]

существует такое неособое преобразование T ,
что преобразованная система с той же переда-

точной функцией G(λ) =

[
TAT−1 TB
CT−1 D

]
имеет

грамиан управляемости

P =




Σ1

Σ2

0
0



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и грамиан наблюдаемости

Q =




Σ1

0
Σ2

0


 ,

где Σ1−3 — диагональные положительно опреде-
ленные матрицы.

В том специальном случае, когда реализация[
A B
C D

]
уже минимальна, уравновешенная ре-

ализация может быть получена по упрощенной
процедуре:

1. Вычислить грамианы управляемости и на-
блюдаемости P > 0, Q > 0.

2. Отыскать такую матрицу R, что P = R∗R.

3. Привести RQR∗ к диагональной форме
RQR∗ = UΣ2U∗.

4. Положить T−1 = R∗UΣ−1/2, тогда

TPT ∗ = (T ∗)−1QT−1 = Σ

и
[

TAT−1 TB
CT−1 D

]
— уравновешенное пред-

ставление системы.

Кронекеровские произведение и сумма.
Уравнение Сильвестра.

Если A ∈ Cm×n и B ∈ Cp×q, то

A⊗B
def
=




a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
...

...
...

am1B am2B . . . amnB


 ∈ C

mp×nq

(кронекеровское произведение), и

A⊕B
def
= (A⊗ Im) + (In ⊗B) ∈ Cnm×nm

(кронекеровская сумма) при A ∈ Cn×n и B ∈
Cm×m. Для матрицы X ∈ Cm×n со столбцами
xi ∈ Cm введем обозначение

vec(X) =




x1

x2
...

xn


 ,

тогда для произвольных матриц A ∈ Ck×m, B ∈
Cn×l и X ∈ Cm×n справедливо равенство

vec(AXB) = (BT ⊗ A)vec(X),

а при k = m и l = n — равенство

vec(AX + XB) = (BT ⊕ A)vec(X).

Пусть A ∈ Cn×n, B ∈ Cm×m, и {λi} =
σ(A), {µj} = σ(B). Тогда

• σ(A⊗B) = {λiµj},
• σ(A⊕B) = {λi + µj},
• собственным числам λiµj и λi + µj соот-

ветствуют собственные векторы xi ⊗ yj, где
Axi = λixi, Byj = µjyj.

Лемма об уравнении Сильвестра

AX + XB = C, (72)

где A ∈ Fn×n, B ∈ Fm×m, C ∈ Fn×m — заданные
матрицы, F = R или F = C. Единственное ре-
шение X ∈ Fn×m существует в том и только в
том случае, если λi(A) + λj(B) 6= 0 ∀i, j.

В частности, для уравнения Ляпунова (слу-
чай B = A∗) условие разрешимости — неравен-
ства λi(A) + λj(A) 6= 0 ∀i, j.

Доказательство. Уравнение (72) можно пе-
реписать в виде

(BT ⊕ A)vec(X) = vec(C),

поэтому однозначная разрешимость эквивалент-
на неравенству 0 6= λi(A)+λj(B

T ) = λi(A)+λj(B).

Редукция (уменьшение размерности) мо-
дели посредством усечения сбалансирован-
ной реализации.

Рассмотрим устойчивую сбалансированную си-
стему

G =

[
A B
C D

]

с диагональным грамианом Σ:

AΣ + ΣA∗ + BB∗ = 0, (73)
A∗Σ + ΣA + C∗C = 0. (74)
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Представим грамиан в виде Σ =

[
Σ1 0
0 Σ2

]
и со-

ответственно разобъем систему:

G =




A11 A12

A21 A22

B1

B2

C1 C2 D


 .

Теперь уравнения для грамианов (73 с.39) и (74
с.39) можно переписать в виде

A11Σ1 + Σ1A
∗
11 + B1B

∗
1 = 0, (75)

Σ1A11 + A∗
11Σ1 + C∗

1C1 = 0, (76)
A21Σ1 + Σ2A

∗
12 + B2B

∗
1 = 0, (77)

Σ2A21 + A∗
12Σ1 + C∗

2C1 = 0, (78)
A22Σ2 + Σ2A

∗
22 + B2B

∗
2 = 0, (79)

Σ2A22 + A∗
22Σ2 + C∗

2C2 = 0. (80)

Теорема об устойчивости подсистем. Ес-
ли матрицы Σ1 и Σ2 не имеют общих диагональ-
ных элементов, то обе подсистемы (A11, B1, C1)
и (A22, B2, C2) асимптотически устойчивы.

Доказательство. Достаточно рассмотреть
(A11, B1, C1). Используя леммы 1,2 о грамианах,
без потери общности можно считать, что Σ1 > 0.
По лемме Ляпунова отсюда следует, что λi(A11) ≤
0. Предположим, что имеется собственное число
iω на мнимой оси. Пусть матрица V составлена
из векторов базиса Ker(A11 − iωI). Тогда

(A11 − iωI)V = 0, (81)

откуда

V ∗(A∗
11 + iωI) = 0.

Уравнения (75),(76) можно переписать как

(A11 − iωI)Σ1 + Σ1(A
∗
11 + iωI) + B1B

∗
1 = 0, (82)

Σ1(A11 − iωI) + (A∗
11 + iωI)Σ1 + C∗

1C1 = 0. (83)

Домножив (83) на V справа и на V ∗ слева дает
V ∗C∗

1C1V = 0, то есть

C1V = 0.

Если теперь умножить (83) только на V справа,
то мы получим

(A∗
11 + iωI)Σ1V = 0.

Аналогично, домножив сперва (82) на Σ1V справа
и на V ∗Σ1 слева, получаем

B∗
1Σ1V = 0.

Затем, домножив (82) справа на Σ1V , получаем

(A11 − iωI)Σ2
1V = 0.

Следовательно, столбцы Σ2
1V лежат в Ker(A11 −

iωI). Таким образом, существует такая матрица
Σ1, что

Σ2
1V = V Σ

2

1.

Поскольку Σ
2

1 — это сужение Σ2
1 на пространство,

натянутое на столбцы V , то можно так выбрать
V , что Σ

2

1 — диагональная матрица. Значит, мож-
но также и Σ1 выбрать диагональной и так, чтобы
диагональные элементы Σ1 были подмножеством
диагональных элементов Σ1.

Домножим (77) справа на Σ1V и (78) справа
на V , получим

A21Σ
2
1V + Σ2A

∗
12Σ1V = 0,

Σ2A21V + A∗
12Σ1V = 0,

откуда

(A21V )Σ
2

1 = Σ2
2(A21V ).

Это — уравнение Сильвестра относительно
(A21V ). Поскольку Σ

2

1 и Σ2
2 не имеют общих диаго-

нальных элементов, по лемме об уравнении Силь-
вестра

A21V = 0 (84)

— его единственное решение. Теперь из (84) и (81)
следует, что

[
A11 A12

A21 A22

] [
V
0

]
= iω

[
V
0

]
,

то есть у исходной матрицы A нашлось чисто
мнимое собственное число — противоречие, тео-
рема доказана.

Следствие. Если все сингулярные числа Σ
различны, то любая подсистема асимптотиче-
ски устойчива.

Замечание. Условия теоремы — только до-
статочные, но не необходимые.
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Теорема о редукции. Пусть передаточная
функция системы G(s) дробно рациональна, ве-
щественна, ограничена и аналитична в правой
полуплоскости, причем

G(s) =




A11 A12

A21 A22

B1

B2

C1 C2 D


 .

— уравновешенная реализация с грамианом Σ =
diag(Σ1, Σ2),

Σ1 = diag(σ1Is1 , σ2Is2 , . . . , σrIsr),

Σ2 = diag(σr+1Isr+1 , σr+2Isr+2 , . . . , σNIsN
),

σ1 > σ2 > . . . > σr > σr+1 > σr+2 > . . . > σN ,

где si — кратности σi, s1+s2+. . .+sN = n. Тогда
усеченная система

Gr(s) =

[
A11 B1

C1 D

]

сбалансирована и асимптотически устойчива,
причем

‖G(s)−Gr(s)‖∞ ≤ 2(σr+1 + σr+2 + . . . + σN)

и равенство достигается при r = N−1, то есть
‖G(s)−GN−1(s)‖∞ = 2σN .

Доказательство. Асимптотическая устойчи-
вость Gr следует из предыдущей теоремы. Дока-
жем оценку для погрешности, предположив для
простоты, что все кратности si равны единице и
N = n. Положим

φ(s) = (sI − A11)
−1,

ψ(s) = sI − A22 − A21φ(s)A12,

B̃(s) = A21φ(s)B1 + B2,

C̃(s) = C1φ(s)A12 + C2,

тогда

G(s)−Gr(s) = C(sI − A11)
−1B − C1φ(s)B1 =

=[C1 C2]

[
sI − A11 −A12

−A21 sI − A22

]−1 [
B1

B2

]
−

− C1φ(s)B1 = C̃(s)ψ−1(s)B̃(s),

и на мнимой оси для максимального сингуляр-
ного числа σ(. . .) с учетом равенств (75 с.40)-(80
с.40) справедливо

σ[G(s)−Gr(s)] =

= λ1/2
max

[
ψ−1(iω)B̃(iω)B̃∗(iω)ψ−∗(iω)C̃∗(iω)C̃(iω)

]
,

(85)
где z−∗ = (z−1)∗.

По определению B̃(s) из поблочных уравнений
для грамиана (75 с.40)-(77 с.40) получаем

B̃(iω)B̃∗(iω) = ψ(iω)Σ2 + Σ2ψ
∗(iω).

Аналогично

C̃∗(iω)C̃(iω) = Σ2ψ(iω) + ψ∗(iω)Σ2.

Подставив эти выражения в (85), получаем

σ[G(s)−Gr(s)] =λ1/2
max

{
[Σ2 + ψ−1(iω)Σ2ψ

∗(iω)] ×

× [Σ2 + ψ−∗(iω)Σ2ψ(iω)]
}

.

Рассмотрим теперь редукцию на один шаг, то есть
пусть r = n− 1. В этом случае Σ2 = σn и

σ[G(s)−Gr(s)] = σnλ
1/2
max{[1 + Θ−1(iω)][1 + Θ(iω)]},

(86)
где Θ = ψ−∗(iω)ψ(iω) = Θ−∗ — "всепропуска-
ющая"скалярная функция, то есть |Θ(iω)| ≡ 1
(именно в этом месте используется предположе-
ние, что si = 1). Из (86) следует

σ[G(s)−Gr(s)] ≤ σn[1 + |Θ(iω)|] = 2σn, (87)

и для случая r = n−1 доказательство завершено.
Оставшаяся часть доказательства заключает-

ся в последовательном использовании редукции
порядка на единицу с учетом того, что получен-
ная на k-м шаге редуцированная система Gk(s) =[

A11 B1

C1 D

]
уравновешена с грамианом

Σ1 = diag(σ1, σ2, . . . , σk).

Пусть Ek(s) = Gk+1(s)−Gk(s), k = 1, 2, . . . N − 1,
где GN(s) = G(s). Тогда

σ[Ek(iω)] ≤ 2σk+1,

поскольку Gk(s) — результат редукции уравнове-
шенной реализации Gk+1(s) на единицу и спра-
ведливо неравенство (87).
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Заметим, что

G(s)−Gr(s) =
N−1∑

k=r

Ek(s),

поэтому

σ[G(iω)−Gr(iω)] ≤
N−1∑

k=r

σ[Ek(iω)] ≤ 2
N−1∑

k=r

σk+1.

Искомая оценка получена.
Чтобы убедиться в неулучшаемости оценки

при r = N − 1, заметим, что Θ(0) = I. Поэто-
му правая часть (86 с.41) равна 2σN при ω = 0.
Теорема доказана.

Нелинейные системы.
Круговой критерий.

Вернемся к теореме о малом коэффициенте в
предположении, что объект управления линеен
и экспоненциально устойчив, а обратная связь —
тоже устойчива и нелинейна:

ẋ=Ax+Bu +e,
y = Cx

u(·) = ϕ(y(·))

-
-

¾

y
e

u

-

Как понимать устойчивость? Вспоминая опре-
деления, получаем, что система (подсистема) бу-
дет устойчива (на самом деле — абсолютно
устойчива), если она имеет конечный коэффици-
ент усиления (gain), определяемый как норма ди-
намического оператора системы. Вычислим сна-
чала коэффициент усиления линейной подсисте-
мы A с передаточной функцией

Φ(λ) = C(λI − A)−1B

в предположении, что x(0) = 0. Пусть пара функ-
ций {u(·), y(·)} — решение системы с начальными
данными x0 = 0 и нулевым входом e(cot), тогда

‖A‖ = sup
‖u(·)‖6=0

‖y(·)‖
‖u(·)‖ ,

Вопрос в том, как выбрать нормы для функций
u(·) и y(·). Пусть

‖z(·)‖2 =

∫ ∞

0

|z(t)|2 dt.

Тогда

‖A‖u = sup
ω
|C(iωI − A)−1|.

Действительно, по формуле Коши

y(t) =

∫ t

0

CG(s)Bu(t− s) ds,

где G(t) — порождаемая A полугруппа. По теоре-
ме Парсеваля

‖y(·)‖2 =‖ỹ(·)‖2 =

∫ ∞

−∞
|Φ(iω)ũ(·)|2 dω ≤

≤ sup
ω
‖Φ(iω)‖2

∫ ∞

−∞
|ũ(·)|2 dω =

= sup
ω
‖Φ(iω)‖2‖u(·)‖2 ⇒

‖A‖u ≤ sup
ω
‖Φ(iω)‖.

Чтобы обосновать равенство, достаточно взять
произвольное ε > 0 и определить такие ω(ε) и
δ(ε) > 0, что |Φ(δ(ε) + iω(ε))| > supω |Φ(iω)| − ε.
Рассмотрев функции вида

u(t) = et[−δ(ε)+iω(ε)]

и уменьшая значение ε, можно сколь угодно точ-
но приблизить ‖y(·)‖/‖u(·)‖ к supω |Φ(iω)|.

Рассмотрим теперь нелинейную подсистему.
Эффективно оценить коэффициент усиления
можно, например, для статической нелинейно-
сти u(t) = ϕ(y(t)). Если |ϕ(z)| ≤ K|z|, то K —
оценка сверху для коэффициента усиления.

"Полулинейная" теорема о малом ко-
эффициенте. Если

K sup
ω
‖Φ(iω)‖ < 1, (88)

то замкнутая система устойчива.
Доказательство. Пусть {e(·), x(·), y(·), u(·)}

— процесс (решение) замкнутой системы, e(·) ∈
L2. Рассмотрим функции

eT (t) =

{
e(t), если t ≤ T,
0, если t > T,

uT (t) =

{
u(t), если t ≤ T,
0, если t > T,
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и определим функции {xT (·), yT (·)} из уравнений
системы:

ẋT = AxT + BuT + eT , yT = CxT .

Разобьем функцию yT (·) на два слагаемых:
yT (·) = y0

T (·) + ye
T (·), обозначив через y0

T (·) функ-
цию yT (·), соответсвующую нулевым начальным
данным и нулевому входу e(·). Очевидно, yT (·) ∈
L2, ye

T (·) ∈ L2, yT (t) = y(t) при t ≤ T и

T∫

0

|y(t)|2dt ≤ ‖yT (·)‖2 ≤
(

1 +
1

ε

)
‖ye

T (·)‖2+

+ (1 + ε)‖y0
T (·)‖2 ≤

≤
(

1 +
1

ε

)
‖ye

T (·)‖2 + (1 + ε)‖A‖2‖uT (·)‖2 ≤

≤
(

1 +
1

ε

)
‖ye

T (·)‖2+

+ (1 + ε) sup
ω
‖Φ(iω)‖2K2

T∫

0

|y(t)|2dt

для произвольного ε > 0. Следовательно,

[
1− (1 + ε) sup

ω
‖Φ(iω)‖2K2

] T∫

0

|y(t)|2dt ≤

≤
(

1 +
1

ε

)
‖ye

T (·)‖2.

При достаточно малом ε в силу (88 с.42) из полу-
ченного неравенства вытекает оценка

T∫

0

|y(t)|2dt ≤

≤ 1 + 1/ε

1− (1 + ε) supω ‖Φ(iω)‖2K2
‖ye

T (·)‖2.

Переходя к пределу при T →∞, получаем y(·) ∈
L2. Следовательно, u(·) ∈ L2 и x(·) ∈ L2; теорема
доказана.

Бывает, что свойства нелинейности удается
учесть и поточнее. Пусть, например, m = l = 1

и график нелинейности лежит между прямыми
u = αy и u = βy:

6

-
u = αy¾

u = βy - y = ϕ(y)¾

y

u

то есть

α ≤ ϕ(y)/y ≤ β, (89)

Тогда K = max{|α|, |β|}. С другой стороны, урав-
нения системы можно переписать:

ẋ =Ax + Bu + e =

=(A− kBC)x + Bw + e, y = Cx, (90)
w =ψ(y),

где ψ(y) = ϕ(y)− ky, k = (α + β)/2. Новая нели-
нейность w = ψ(y) имеет уже меньший коэффи-
циент усиления K = |β−α|/2. Применив теорему
о малом коэффициенте, получаем круговой кри-
терий:

Теорема (круговой критерий). Пусть
спектр оператора A−BkC устойчив (лежит в
левой полуплоскости и отделен от мнимой оси).
Тогда для устойчивости замкнутой системы до-
статочно, чтобы выполнялось частотное нера-
венство

∣∣∣∣
1

Φ(iω)
+ k

∣∣∣∣ > K ∀ω ∈ (−∞,∞). (91)

Замечание 1. Неравенство (89) — это все,
что мы знаем о нелинейности. Этому неравенству
удовлетворяет обратная связь u = −ky. Поэтому
условие устойчивости A − BkC — необходимое.
Его называют условием минимальной устойчи-
вости.

Замечание 2. Неравенство (91) означает, что
все точки кривой z(ω) = 1/Φ(iω) лежат вне кру-
га с центром в (−k, 0) и радиусом K. Это экви-
валентно тому, что годограф Найквиста Φ(iω) =
1/z(ω) лежит вне круга с вещественным цен-
тром, граница которого проходит через точки
(−1/β, 0) и (−1/α, 0). Этим объясняется название
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утверждения. Для сравнения: критерий Найкви-
ста требует, чтобы годограф не пересекал отрезка
[−1/β,−1/α] на вещественной оси.

Доказательство кругового критерия. В
силу второго резольвентного тождества

(λI − A)−1 − (λI − A + BkC)−1 =

= (λI − A)−1BkC(λI − A + BkC)−1 ⇒

[C(λI − A + BkC)−1B]−1 − [C(λI − A)−1B]−1 = k.

Применив теорему о малом коэффициенте к си-
стеме (90 с.43), получаем устойчивость. Теорема
доказана.

Из доказательства ясно, как обобщить круго-
вой критерий на случай векторных u и y.

Постановка задач управления для
нелинейных систем.

В зависимости от цели управления различа-
ются следующие постановки задач: стабилизация,
отслеживание, подавление возмущений и разно-
образные комбинации. Для каждой цели можно
ставить задачу построения обратной связи от век-
тора состояния либо от измеряемого выхода. Ча-
сто встречаются дополнительные ограничения на
управляющее воздействие и переходные процес-
сы, которые могут конфликтовать между собой и
с целью управления. Стремление преодолеть это
противоречие наилучшим образом (в каком-то
смысле) приводит к разнообразным задачам оп-
тимизации. Если учитывается неопределенность
модели процессов управления, то в ход идет по-
нятие чувствительности. Чтобы построить обрат-
ную связь, работоспособную в широком классе
неопределенностей модели, используют робаст-
ный либо адаптивный подходы, а также их ком-
бинации.

Начнем с задачи стабилизации системы

ẋ = f(t, x, u)

посредством обратной связи

u = γ(t, x)

с целью обеспечить асимптотическую устойчи-
вость замкнутой системы

ẋ = f(t, x, γ(t, x))

в точке равновесия x = 0. Умея решать эту зада-
чу, мы сможем стабилизировать решения замкну-
той системы около произвольной точки p, пере-
ведя ее в начало координат заменой переменных
y = x− p, причем p вовсе не обязательно должна
служить точкой равновесия разомкнутой систе-
мы.

Обратную связь u = γ(t, x) называют стати-
ческой, поскольку она не использует предыдущих
значений x(t). Бывают еще динамические обрат-
ные связи

u = γ(t, x, z), ż = g(t, x, z).

Нелинейные системы вносят свою специфику в
понятие стабилизации. Так, если линейная систе-
ма стабилизирована обратной связью, то замкну-
тая система глобально асимптотически устойчи-
ва. Если нелинейная система стабилизирована пу-
тем ее линеаризации, то ее нулевое решение бу-
дет асимптотически устойчиво, но область при-
тяжения не ясна без дополнительного анализа.
В этом случае говорят, что обратная связь обес-
печивает локальную стабилизацию. Если обрат-
ная связь построена так, что некоторое известное
множество включено в область притяжения, то
говорят о региональной стабилизации. Если эта
область — все фазовое пространство, то это гло-
бальная стабилизация. Если же обратная связь
может быть так построена по любому наперед за-
данному компакту, чтобы он оказался подмноже-
ством области притяжения, то мы будем говорить
о полуглобальной стабилизации.

Пример 11.1. Предположим, что требуется
стабилизировать скалярную систему

ẋ = x2 + u

с помощью обратной связи от состояния к управ-
лению. Линеаризация приводит к уравнению ẋ =
u, которое стабилиизируется управлением u =
−kx при k > 0. Применив это управление к нели-
нейной системе, получаем

ẋ = −kx + x2.

Таким образом, по теореме 3.7 замкнутая систе-
ма локально асимптотически устойчива, то есть
обратная связь u = −kx обеспечивает локальную
стабилизацию. Нетрудно видеть, что область при-
тяжения в данном случае — множество {x : |x| <
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k}. С учетом этой информации мы имеем реги-
ональную стабилизацию. Поскольку любой шар
Br = {x : |x| ≤ r} может быть включен в множе-
ство притяжения при выборе k > r, мы получаем
полуглобальную оптимизацию, причем глобаль-
ной стабилизации на самом деле нет. Она может
быть получена применением обратной связи

u = −x2 − kx.

Более общая задача — отслеживание задающе-
го воздействия по выходу в присутствии возмуще-
ния:

ẋ = f(t, x, u, w),

y = h(t, x, u, w),

ym = hm(t, x, u, w),

где x — состояние, u — управление, w — возмуще-
ние, y — управляемый выход, ym — измеряемый
выход; цель управления — обеспечить

e(t) = y(t)− yR(t) ≈ 0 ∀t ≥ t0,

где yR — задающее воздействие. Трудно ожидать,
что цель управления будет выполнена сразу, по-
скольку она зависит от начальных данных x(0).
Поэтому чаще рассматривается асимптотическое
равенство

e(t) → 0 при t →∞.

Оно достижимо при отсутствии возмущения или
в случае затухающего возмущения, а в общем
случае рассматривают задачу подавления (ослаб-
ления) действия возмущения, обеспечивая нера-
венство

‖e(t)‖ ≤ ε ∀t ≥ T,

где ε — предварительно заданная (малая) поло-
жительная величина. Вместо равномерной нор-
мы можно расматривать среднеквадратичную по
времени, в чем и заключается постановка задачи
H∞-оптимизации.

Важный частный случай задачи отслеживания
— случай постоянного задающего воздействия.
Его и будем рассматривать.

Линейные системы и линеаризация

Линейная система

ẋ = Ax (92)

имеет точку равновесия в нуле. При det A 6= 0 она
изолированная, в противном случае множеством
равновесия служит нуль-пространство матрицы
A. Сведением этой матрицы к жордановой форме
элементарно доказывается

Теорема 3.5. Точка равновесия x = 0 устой-
чива в том и только в том случае, если все соб-
ственные числа A удовлетворяют неравенствам
Reλ ≤ 0 и максимальная размерность жорданова
блока с Reλ = 0 равна единице. Точка x = 0 гло-
бально асимптотически устойчива в том и только
в том случае, если все собственные числа A удо-
влетворяют неравенствам Reλ < 0.

Пример 3.12. Рассмотрим две идентичных
подсистемы, каждая из которых описыватся
уравнениями

ẋ =

[
0 1
−1 0

]
x +

[
0
1

]
u,

y =
[

1 0
]
x,

и соединим их сперва последовательно, а затем
параллельно. Пусть As и Ap — матрицы в урав-
нениях этих систем, а As и Ap — их жордановы
формы:

Ap =




0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


 , Jp =




i 0 0 0
0 −i 0 0
0 0 i 0
0 0 0 −i


 ,

As =




0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
1 0 −1 0


 , Jp =




i 1 0 0
0 i 0 0
0 0 −i 1
0 0 0 −i


 .

По теореме 3.5 параллельное соединение устойчи-
во, а последовательное — нет.

Асимптотическую устойчивость можно также
исследовать с помощью функций Ляпунова. Рас-
смотрим квадратичную функцию

V (x) = x∗Px,
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где P — вещественная симметрическая положи-
тельно определенная матрица. Ее производная в
силу системы (92 с.45) будет

V̇ (x) = x∗Pẋ + ẋ∗Px = −x∗Qx,

где Q — симметрическая матрица, задаваемая ра-
венством

PA + A∗P = −Q. (93)

По теореме 3.1 из положительной определенности
Q следует асимптотическая устойчивость. И на-
ооборот, если P — решение уравнения Ляпунова
(93) для положительной матрицы Q, и при этом
P — положительная матрица, то система (92 с.45)
устойчива. Для линейных систем можно утвер-
ждать больше:

Теорема 3.6. Матрица A гурвицева тогда и
только тогда, когда для произвольной Q = Q∗ >
0 существует пожительное самосопряженное
(симметрическое) решение уравнения Ляпунова
(93). Для гурвицевой A его решение единствен-
но.

Доказательство основано на формуле

P =

∫ ∞

0

exp(A∗t)Q exp(At) dt, (94)

но уравнение Ляпунова линейно относительно P ,
поэтому оно может быть решено обычным спосо-
бом:

Пример 3.13. Пусть

A =

[
0 −1
1 −1

]
, Q =

[
1 0
0 1

]
, P =

[
p11 p12

p12 p22

]
.

Тогда уравнение Ляпунова переписывается в виде



0 2 0
−1 −1 1
0 −2 −2







p11

p12

p22


 =



−1
0
−1


 .

Решая, получаем



p11

p12

p22


 =




1.5
−0.5
1.0


 ⇒ P =

[
1.5 −0.5
−0.5 1.0

]
.

Матрица P положительно определена по крите-
рию Сильвестра, поэтому матрица A гурвицева.

Квадратичные функции Ляпунова дают воз-
можность исследовать нелинейные системы.

Расмотрим опять систему (?? с.??) с нулевым со-
стоянием равновесия, то есть

ẋ = f(x), f(0) = 0.

Представим правую часть в виде

f(x) = f(x)− f(0) = Ax + g(x),

где

A = f ′(0), g(x) = o(x) ⇔ g(x)/‖x‖ −−−−→
‖x‖→0

0.

Построив функцию Ляпунова V (x) = x∗Px с по-
мощью уравнения Ляпунова (94), получаем:

Теорема 3.7.

1. Если матрица A = f ′(0) гурвицева, то
нулевая точка равновесия асимптотически
устойчива.

2. Если у A существует собственное число с
положительной вещественной частью, то
нулевая точка равновесия неустойчива.

Вырожденный случай остается нерассмотрен-
ным:

Пример 3.14. Рассмотрим систему

ẋ = ax3.

Линеаризация около нуля дает нулевую матри-
цу A, и теорема 3.7 не может помочь в определе-
нии устойчивости. Ответ может быть получен с
использованием функции Ляпунова V (x) = x4 и
зависит от знака a.

Пример 3.15. У маятника

ẋ1 = x2, ẋ2 = −g

l
sin x1 − k

m
x2

имеются две точки равновесия — (x1 = 0, x2 = 0)
и (x1 = π, x2 = 0). Исследуем их на устойчивость
посредством линеаризации. Матрица Якоби име-
ет вид

f ′x =

[
0 1

−g
l
cos x1 − k

m

]
.

При x = 0 получаем матрицу

A =

[
0 1
−g

l
− k

m

]
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с собственными числами

λ1,2 = − k

2m
± 1

2

√(
k

m

)2

− 4g

l
,

у которых вещественная часть отрицательна при
ненулевом трении, и в этом случае точка равно-
весия асимптотически устойчива. Если же трения
нет, то теорема ответа не дает, хотя выше (пример
3.3) была показана устойчивость с использовани-
ем энергии в качестве функции Ляпунова.

При x1 = π получаем матрицу

A =

[
0 1
g
l
− k

m

]

с собственными числами

λ1,2 = − k

2m
± 1

2

√(
k

m

)2

+
4g

l
,

одно из которых всегда положительно. Соответ-
ственно, получаем неустойчивость.

Синтез через линеаризацию.

Стабилизация.

Рассмотрим систему

ẋ = f(x, u), (95)

где f(0, 0) = 0 и f(·) непрерывно дифференциру-
ема в области Dx × Du ⊂ Rn × Rp, которая со-
держит начало координат. Требуется построить
обратную связь по состоянию u = γ(x), которая
стабилизирует систему. Линеаризация уравнения
(95) около нулевой точки приводит к уравнению

ẋ = Ax + Bu, (96)

где

A = ∂f(0, 0)/∂x, B = ∂f(0, 0)/∂u.

Предположим, что пара (A,B) управляема, или
уж по меньшей мере стабилизируема. Построим
матрицу K таким образом, чтобы обеспечить рас-
положение собственных чисел матрицы A + BK
в заданных точках левой полуплоскости, и при-
меним обратную связь u = Kx к нелинейной си-
стеме (95). Замкнутая система будет описываться
уравнением

ẋ = f(x,Kx), (97)

линеаризация которого около точки равновесия
x = 0 приводит к системе

ẋ =

[
∂f

∂x
(x,Kx) +

∂f

∂u
(x,Kx)K

]

x=0

x = (A + BK)x.

Поскольку матрица A + BK гурвицева, из тео-
ремы 3.7 следует асимптотическая устойчивость
нулевого решения замкнутой системы (97). На
самом деле по теореме 3.11 имеет место экспо-
ненциальная устойчивость. Кроме того, теорема
3.6 доставляет квадратичную функцию Ляпунова
V (x) = x′Px, где P — решение уравнения

P (A + BK) + (A + BK)′P = −Q < 0.

Это дает возможность оценить область притяже-
ния нулевого решения.

Пример 11.2. Рассмотрим уравнение маятни-
ка

θ̈ = −a sin θ − bθ̇ + cT,

где a = g/l > 0, b = k/m ≥ 0, c = 1/ml2 > 0, θ
— угол отклонения маятника от вертикали, T —
приложенный к маятнику момент (управляющее
воздействие). Стабилизируем маятник под углом
θ = δ. Выбрав

x1 = θ − δ, x2 = θ̇,

в пространстве состояний получаем уравнение

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a sin(x1 + δ)− bx2 + cT.

Чтобы нулевое решение стало точкой равновесия,
внешний момент должен иметь постоянную со-
ставляюшую Tss, определяемую из уравнения

0 = −a sin(δ) + cTss.

Определив управление u = T −Tss, уравнение си-
стемы можно переписать в стандартной форме

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a[sin(x1 + δ)− sin δ]− bx2 + cu.

Линеаризация приводит к матричным коэффици-
ентам

A =

[
0 1

−a cos(x1 + δ) −b

]

x1=0

=

=

[
0 1

−a cos δ −b

]
, B =

[
0
c

]
.
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Пара (A,B) управляема. Пусть K = [k1 k2]. Тогда
матрица A + BK будет гурвицевой при

k1 <
a cos δ

c
, k2 <

b

c
.

Закон управления задается уравнением

t =
a sin δ

c
+ Kx =

a sin δ

c
+ k1(θ − δ) + k2θ̇.

Предлагается самостоятельно провести анализ
замкнутой системы по Ляпунову.

На предмет стабилизации по выходу рассмот-
рим систему

ẋ = f(x, u), (98)
y = h(x), (99)

где функции f(·), u(·) непрерывно дифференци-
руемы, f(0, 0) = 0, h(0) = 0. Линеаризация систе-
мы около начала координат приводит к уравне-
ниям

ẋ = Ax + Bu, (100)
y = Cx, (101)

где A, B — матрицы, выписанные после уравне-
ния (96 с.47), C = ∂h(0)/∂x. Предположим, что
пара (A,B) стабилизируема, а пара (A,C) де-
тектируема.Построим такую линейную динами-
ческую обратную связь

ż = Fz + Gy, (102)
u = Lz + My, (103)

что матрица замкнутой системы
[

A + BMC BL
GC F

]
(104)

гурвицева. Например, такую обратную связь
можно построить с помощью наблюдателя, взяв

F = A + BK + HC, G = −H, L = K, M = 0,

где K и H выбраны таким образом, чтобы мат-
рицы A+BK и A+HC были гурвицевыми. При-
менив регулятор (102),(?? с.??) к нелинейной си-
стеме (98),(99), получаем замкнутую систему

ẋ = f(x, Lz + Mh(x)), (105)
ż = Fz + Gh(x). (106)

Можно показать, что начало координат (x =
0, z = 0) — точка равновесия системы (105),(106),
а ее линеаризация около этой точки приводит
к гурвицевой матрице (104). Таким образом, мы
опять получили экспоненциальную устойчивость
замкнутой системы, а определенная по гурвице-
вой матрице (104) квадратичная функция Ляпу-
нова дает возможность оценить область притяже-
ния.

Пример 11.3. Рассмотрим опять уравнение
маятника из предыдущего примера. Пусть изме-
рению доступен угол θ, но не угловая скорость
θ̇. В качестве выходной переменной можно взять
y = x1 = θ − δ и дополнить обратную связь по
состоянию наблюдателем

˙̂x = Ax̂ + Bu + H(x̂1 − y).

Если H = (h1, h2)
′, то матрица A+HC будет гур-

вицевой при

−h1 + b > 0, −h1b− h2 + a cos δ > 0.

Управляющий момент задается уравнением

T =
a sin δ

c
+ Kx̂.

Интегрирующая обратная связь.

Построенный с помощью линеаризации регу-
лятор может оказаться чувствительным к неточ-
ностям в определении параметров объекта управ-
ления. Рассмотрим пример 11.2. Закон управле-
ния в этом примере задается уравнением

T =
a sin δ

c
+ Kx̂.

Его правая часть содержит постоянную состав-
ляющую Tss = (a/c) sin δ и составляющую Kx̂,
которая обеспечивает обратную связь и делает
матрицу A + BK гурвицевой. Хотя обе состав-
ляющие зависят от параметров объекта, харак-
тер этой зависимости различный. Обратная связь
может быть построена так, чтобы обеспечить ро-
бастность (нечувствительность) системы в широ-
ком диапазоне параметров, Пусть, например, от-
носительно параметров объекта известно только
то, что a/c < ρ, a > 0, c > 0, b ≥ 0, где ρ фикси-
ровано. Тогда неравенства

k1 < −ρ, k2 < 0
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обеспечивают гурвицевость матрицы A + BK.
Для постоянной составляющей подобной нечув-
ствительности добиться трудно. Пусть, напри-
мер, значение Tss определено исходя из того, что
параметры a, c принимают номинальные значе-
ния a0, c0 соответственно. Точка равновесия за-
мкнутой системы задается уравнением

sin θss =
cTss

a
=

a0c

ac0

sin δ.

Если δ = 0 или δ = π, то Tss = 0 и регуля-
тор нечувтвителен к значениям параметров. Для
других значений δ ошибка в определении посто-
янной составляющей может быть одного порядка
с ошибкой в определении параметров. Например,
при δ = 45o, c ≈ c0, a ≈ 1.1a0 получаем θss ≈ 40o,
и ошибка будет около 10%.

Рассмотрим систему

ẋ = f(x, u) (107)
y = h(x), (108)

где функции f(·), h(·) непрерывно дифференци-
руемы около начала координат. В дополнение
к измерению состояния предполагается возмож-
ным физически измерять подлежаший управле-
нию выход y (уравнением (108) для определе-
ния y пользоваться некорректно, поскольку ис-
тинная функция h(·) может отличаться от номи-
нальной h0(·)). Требуется обеспечить такую об-
ратную связь, чтобы

y(t) → yR при t →∞,

то есть стабилизировать систему в такой точке
равновесия, что y = yR, где yR ∈ Rp — посто-
янное задающее воздействие. Чтобы такая точка
равновесия существовала, должна существовать
пара (xss, uss), удовлетворяющая уравнениям

0 = f(xss, uss), (109)
0 = h(xss)− yR, (110)

Будем предполагать, что эти уравнеия имеют
около начала координат единственное решение
(xss, uss). Проинтегрировав ошибку отслежива-
ния e = y − yR

σ̇ = e

и дополнив интегратор уравнением управляемой
системы, получаем

ẋ = f(x, u), (111)
σ̇ = h(x)− yR. (112)

Обратную связь будем строить на основе рас-
ширенного фазового вектора (x, σ), линеаризуя
уравнения (111),(112) около точки равновесия
(x, uss, σ) при x = xss:

ξ̇ =

[
A 0
C 0

]
ξ +

[
B
0

]
v

def
= Aξ + Bv,

где ξ =

[
x− xss

σ − σ

]
, v = u− uss,

A =
∂f(xss, uss)

∂x
, B =

∂f(xss, uss)

∂u
, C =

∂h(xss)

∂x
.

Эти матрицы зависят, вообще говоря, от yR.
Предположим, что пара (A,B) управляема (ста-
билизируема) и

rank
[

A B
C 0

]
= n + p. (113)

Тогда пара (A,B) также управляема (соответ-
ственно, стабилизируема). Построим такую мат-
рицу K, что матрица A+BK гурвицева. Матрица
K зависит от yR. Разобъем матрицу K на блоки:
[K1 K2], где K1 имеет размерность p× n. Матри-
ца K2 будет невырожденной1. Обратная связь от
состояния к управлению имеет вид

u = K1(x− xss) + K2(σ − σ) + uss.

Дополнительная возможность, предоставляемая
интегрирующим управлением, заключается в
произвольном выборе значения σ. Взяв

σ = K−1
2 (uss −K1xss)

def
= σss,

получаем простейший вид управления

u = K1x + K2σ. (114)

Применив это управление к объекту (111),(112),
получаем замкнутую систему

ẋ = f(x, K1x + K2σ), (115)
σ̇ = h(x)− yR. (116)

1Если матрица K2 вырожденная, то и A + BK будет
вырожденной, что противоречит предположению о ее гур-
вицевости.
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Нетрудно проверить, что (xss, σss) — точка равно-
весия замкнутой системы. На самом деле эта точ-
ка равновесия еще и единственная в рассматрива-
емой области, поскольку там имеется единствен-
ная пара (xss, uss), удовлетворяющая уравнениям
(109 с.49),(110 с.49). Линеаризация замкнутой си-
стемы около этой единственной точки приводит к
уравнению

ξ̇ = Acξ,

где

Ac =

[ ∂f
∂x

+ ∂f
∂u

K1
∂f
∂u

K2

∂h
∂x

0

]

x=xss,σ=σss

=A+ BK.

Таким образом, (xss, σss) — экспоненциально
устойчивая точка, и все решения, начинающиеся
достаточно близко от нее, приближаются к ней
по мере роста t. Соответсвенно, y(t)− yR → 0 при
t →∞.

Окончательно, предполагая пару (A, B) стаби-
лизируемой и условие полного ранга (113 с.49)
выполненным, получаем следующие уравнения
обратной связи от состояния к управлению:

u = K1x + K2σ,

σ̇ = e = y − yR,

где матрица K = [K1 K2] выбрана таким образом,
что A+ BK — гурвицева матрица.

Пример 11.4. Рассмотрим опять уравнение
маятника из примера 11.2, считая целью управ-
ления стабилизацию маятника под углом θ = δ.
Обозначив

x1 = θ − δ, x2 = θ̇, y = theta− δ, u = T,

получаем уравнения в пространстве состояний

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a sin(x1 + δ)− bx2 + cu,

y = x1 = e.

Взяв yR = 0, нетрудно убедиться, что искомая
точкой равновесия будет

xss =

[
0
0

]
, uss =

a

c
sin δ.

Матрицы A,B,C задаются равенствами

A =

[
0 1

−a cos δ −b

]
, B =

[
0
c

]
, C = [1 0].

С учетом неравенства c > 0 нетрудно проверить
управляемость пары (A,B)) и ранговое условие
(113 с.49). Взяв K = [k1 k2 k3] и применив кри-
терий Рауса-Гурвица, убеждаемся в гурвицевости
матрицы A+ BK при

b− k2c > 0, −k3c > 0,

(b− k2c)(a cos δ − k1c) + k3c > 0.

Если вместо точных значений параметров a >
0, b ≥ 0, c > 0 известны верхняя граница ρ1 для
a и нижняя граница ρ2 для c, то выбор

k2 < 0, k3 < 0, k1 < −ρ1

ρ2

(1 +
k3

k2ρ1

) (117)

обеспечивает гурвицевость матрицы A + BK.
Управляющий момент задается равенством

T = k1(θ − σ) + k2θ̇ + k3σ,

где σ̇ = θ − δ, то есть получен классический
ПИД-регулятор. В отличие от примера 11.2, в
уравнения больше не входит постоянная состав-
ляющая момента, предназначенная для достиже-
ния заданной точки равновесия. Цель управления
достигается при всех параметрах, удовлетворяю-
щих условиям a ≤ ρ1, c ≥ ρ2.

Если вектор состояния не доступен для изме-
рения, то построенный регулятор следует допол-
нить линейным наблюдателем, и устойчивость си-
стемы сохраниться. Именно, пусть пара (A,C) на-
блюдаема. Построим такой матричный коэффи-
циент наблюдателя H (возможно, зависящий от
yR), что матрица A + HC гурвицева. Регулятор с
наблюдателем будет задаваться уравнениями

u = K1x̂ + K2σ, (118)
σ̇ = e = y − yR, (119)
˙̂x = Ax̂ + Bu + H(Cx̂− y). (120)

Линеаризация "вход-состояние".

В этом разделе будем рассматривать системы
вида

ẋ = f(x) + G(x)u, u = h(x).
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Для систем этого вида ставится вопрос о суще-
ствовании такой обратной связи

u = α(x) + β(x)v

и такой замены переменных

z = T (x),

что нелинейная система переходит в эквивалент-
ную линейную.

Чтобы обозначить идею точной линеариза-
ции обратной связью, начнем с задачи стабили-
зации маятника из примера 11.2. Из уравнений в
пространстве состояний

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a[sin(x1 + δ)− sin δ]− bx2 + cu

видно, что мы можем выбрать u в виде

u =
a

c
[sin(x1 + δ)− sin δ] +

v

c
,

чтобы убрать нелинейность a[sin(x1 + δ) − sin δ].
В результате мы получаем линейную систему

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −bx2 + v.

Таким образом, задача стабилизации нелинейной
системы сведена к задаче стабилизации линейной
управляемой системы. Мы можем воспользовать-
ся обратной связью

v = k1x1 + k2x2,

чтобы собственные числа замкнутой системы

ẋ1 = x2,

ẋ2 = k1x1 + (k2 − b)x2

были расположены в заданных точках левой
полуплоскости. В исходных терминах обратная
связь описывается уравнением

u =
a

c
[sin(x1 + δ)− sin δ] +

1

c
[k1x1 + k2x2].

Насколько общей является идея компенса-
ции нелинейности? Чтобы устранить нелинейный
член α(x) посредством вычитания, управляющее
воздействие u и нелинейность должны входить в

уравнения системы только в виде суммы α(x) +
u. Для устранения нелинейности γ(x) делением
управляющее воздействие и нелинейность долж-
ны входить в уравнения системы только в виде
произведения γ(x)u. Если матрица γ(x) неособая,
то нелинейность уничтожается введением ново-
го управления v = γ(x)u, и тогда u = [γ(x)]−1v.
Следовательно, для того, чтобы из нелинейной
системы исключением нелинейности можно было
получить управляемую линейную систему, доста-
точно, чтобы исходная система имела вид

ẋ = Ax + B[β(x)]−1[u− α(x)], (121)

где A,B — управляемая пара матриц размерно-
стей n × n и n × p соответственно, а функции
α(·) : Rn → Rp и β(·) : Rn → Rp×p определены в
окрестности начала координат Dx ⊂ Rn, причем
матрица β(x) неособая для любого x ∈ Dx. Если
уравнение системы имеет вид (121), то мы можем
линеризовать его посредством обратной связи

u = α(x) + β(x)v, (122)

получив линейное уравнение

ẋ = Ax + Bv. (123)

Для стабилизации достаточно взять v = Kx с та-
кой матрицей K, которая обеспечивает гурвице-
вость A + BK. Итоговое уравнение нелинейной
обратной связи от состояния к управлению будет

u = α(x) + β(x)Kx (124)

Если нелинейная система не описывается урав-
нением вида (121), это еще не значит, что ее нель-
зя линеаризовать. В этом может помочь замена
переменных. Рассмотрим, например, систему

ẋ1 = a sin x2,

ẋ2 = −x2
1 + u.

Мы не можем устранить нелинейность a sin x2 пу-
тем выбора управления. Однако, сделав предва-
рительно замену переменных

z1 = x1, z2 = a sin x2 = ẋ1,

получаем

ż1 = z2,

ż2 = a cos x2(−x2
1 + u),
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и нелинейность может быть подавлена управле-
нием

u = x2
1 +

1

a cos x2

v,

определенным при−π/2 < x2 < π/2. Выразив x1,2

в терминах z1,2 (т.е. x1 = z1, x2 = arcsin (z2/a)),
получаем уравнение системы в новых координа-
тах:

ż1 = z2,

ż2 = a cos
(
arcsin

(z2

a

))
(−z2

1 + u).

При замене переменных z = T (x) отобра-
жение T (·) должно быть обратимым. Более то-
го, поскольку производные от x и z должны
быть непрерывны, мы будем требовать непрерыв-
ной дифференцируемости как от T (×), так и от
T−1(×), то есть отображение T (·) должно быть
диффеоморфизмом.

Определение 12.1. Нелинейная система

ẋ = f(x) + G(x)u (125)

где f : Dx → Rn и G : Dx → Rn×p — доста-
точно2 гладкие функции на Dx ⊂ Rn, называет-
ся линеаризуемой обратной связью от состоя-
ния к выходу, если существует такой диффео-
морфизм T : Dx → Rn, что область Dz = T (Dx)
содержит начало координат и замена перемен-
ных z = T (x) преобразует систему (125) к виду

ż = Az + B[β(x)]−1[u− α(x)], (126)

где (A,B) — управляемая пара и β(x) — невы-
рожденная матрица при всех x ∈ Dx.

Положив

α0(z) = α(T−1(z)), β0(z) = β(T−1(z)),

можно переписать (126) в виде

ż = Az + B[β0(z)]−1[u− α0(z)], (127)

что совпадает по форме с (121 с.51). Удобнее,
однако, использовать выражение для α и β в
x−координатах, поскольку именно в этих коор-
динатах записывается обратная связь.

2Достаточно, чтобы все выписанные ниже частные про-
изводные существовали и были непрерывны.

Пусть замена z = T (x) приводит линеаризуе-
мую систему (125) к виду (126). Тогда

ż =
∂T

∂x
ẋ =

∂T

∂x
[f(x) + G(x)u]. (128)

С другой стороны, из (126) следует, что

ż =Az + B[β(x)]−1[u− α(x)] =

=AT (x) + B[β(x)]−1[u− α(x)]. (129)

Таким образом,

∂T

∂x
[f(x) + G(x)u] = AT (x) + B[β(x)]−1[u− α(x)]

для всех x и u из представляющей интерес обла-
сти. Взяв u = 0, разбиваем полученное уравнение
на два:

∂T

∂x
f(x) = AT (x)−B[β(x)]−1α(x), (130)

∂T

∂x
G(x) = B[β(x)]−1u. (131)

Таким образом, любая функция T (·), преобразу-
ющая линеаризуемую систему (125) к виду (126),
удовлетворяет паре уравнений в частных произ-
водных (130),(131). Нетрудно убедиться, что вер-
но и обратное: если отображение T (·) удовле-
творяет уравнениям (130),(131) для некоторых
α, β, A и B с соответствующими свойствами, то
замена переменных z = T (x) преобразует урав-
нение (125) к виду (126). Следовательно, разре-
шимость уравнений (130),(131) — необходимое и
достаточное условие линеаризуемости.

Разумеется, отображение T (·) определяется не
однозначно. В частности, применив к (126) ли-
нейное преобразование ζ = Mz с невырожденной
матрицей M , вновь получаем уравнение того же
вида, но с другими матрицами A и B:

ζ̇ = MAM−1ζ + MB[β(x)]−1[u− α(x)],

то есть вместо T (·) можно использовать супер-
позицию MT (·). Воспользуеся этим для упроще-
ния уравнений (130),(131), рассматривая для про-
стоты системы со скалярным входом (p = 1)
и введя новое обозначение g для одностолбцо-
вой матрицы G. Для любой управляемой пары
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(A,B) существует неособая матрица M , приводя-
щая эту пару к каноническому виду: MAM−1 =
Ac + Bcλ

′, MB = Bc, где

Ac =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
... . . . ...
... 0 1
0 . . . . . . 0 0




n×n

, Bc =




0
0
...
0
1




n×1

,

(132)
λ — вектор коэффициентов характеристического
многочлена. Член Bcλ

′ζ = Bcλ
′T (x) можно вклю-

чить в Bc[β(x)]−1α(x):

ζ̇ = (Ac + Bcλ
′)ζ + Bc[β(x)]−1[u− α(x)] =

= Acζ + Bcλ
′MT (x) + Bc[β(x)]−1[u− α(x)] =

= Acζ + Bc[β(x)]−1[u− α(x) + β(x)λ′MT (x)].

Следовательно, без потери общности можно счи-
тать, что матрицы A,B в уравнениях (130
с.52),(131 с.52) имеют канонический вид Ac, Bc.

Пронумеруем компоненты вектор-функции
T (·): T (x) = (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x))′. Очевидно,

AcT (x)−Bc[β(x)]−1α(x) =

=(T2(x), T3(x), . . . , Tn(x),−α(x)/β(x))′,

Bc[β(x)]−1 = (0, 0, . . . , 0, 1/β(x))′,

где α(·), β(·) — скалярные функции. В результате
уравнения (130 с.52),(131 с.52) превращаются в
систему

∂T1

∂x
f(x) = T2(x),

∂T1

∂x
g(x) = 0,

∂T2

∂x
f(x) = T3(x),

∂T2

∂x
g(x) = 0,

...
...

∂Tn−1

∂x
f(x) = Tn(x),

∂Tn−1

∂x
g(x) = 0,

∂Tn

∂x
f(x) = −α(x)

β(x)
,

∂Tn

∂x
g(x) =

1

β(x)
6= 0.

Таким образом, требуется найти функцию T1(x),
удовлетворяющую соотношениям

∂Ti

∂x
g(x) = 0, i = 1, 2, . . . , n− 1,

∂Tn

∂x
g(x) 6= 0,

(133)

где

Ti+1(x) =
∂Ti

∂x
f(x), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Если такая функция T1(·) найдется, то функции
α(·), β(·) определяются равенствами

β(x) =
1

(∂Tn/∂x)g(x)
, α(x) = −(∂Tn/∂x)f(x)

(∂Tn/∂x)g(x)
.

(134)
Поясним решение (133) на примерах. Будем

предролагать, что линеаризация проводится с це-
лью стабилизировать состояние около точки рав-
новесия разомкнутой системы x∗, то есть f(x∗) =
0. Отображение T (·) будем выбирать так, что-
бы точка x∗ отображалась в начало координат:
T (x∗) = 0. Этого можно добиться, дополнив (133)
условием T1(x

∗) = 0, остальные компоненты авто-
матически будут нулевыми, поскольку f(x∗) = 0.

Пример 12.1. Рассмотрим вновь систему

ẋ =

[
a sin x2

−x2
1

]
+

[
0
1

]
u

def
= f(x) + gu,

и посмотрим, как можно из (133) получить уже
рассмотренное выше отображение T . Разомкну-
тая система имеет точку равновесия при x = 0,
поэтому будем искать T1(x), исходя из условий

∂T1

∂x
g = 0,

∂T2

∂x
6= 0

при T1(0) = 0, где

T2(x) =
∂T1

∂x
f(x).

Из условия [∂T1/∂x]g = 0 получаем

∂T1

∂x
g =

∂T1

∂x2

= 0,

то есть T1 не зависит от x2. Следовательно,

T2(x) =
∂T1

∂x1

a sin x2.

Условие

∂T2

∂x
g =

∂T2

∂x2

=
∂T1

∂x1

a cos x2 6= 0

в области, где cos x2 6= 0, выполнено при любом
T1 = T1(x1), для которого ∂T1/∂x1 6= 0. Взяв
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T1(x) = x1, получаем преобразование, которое мы
использовали ранее. Другой выбор также возмо-
жен, например, T1(x) = x1 + x3

1 дает другую за-
мену переменных, которая также преобразует си-
стему к виду (126 с.52).

Пример 12.2. Синхронный генератор, под-
соединенный к бесконечной шине, может быть
представлен моделью третьего порядка (упраж-
нение 1.7)

ẋ = f(x) + gu

при g = [0 0 1]′,

f(x) =




x2

−a[(1 + x3) sin(x1 + δ)− sin δ]− bx2

−cx3 + d[cos(x1 + δ)− cos δ]


 ,

где a, b, c, d, δ — положительные постоянные.
Разомкнутая система имеет точку равновесия
при x = 0. Будем искать функцию T1(x), удовле-
творяющую соотношениям

∂T1

∂x
g = 0,

∂T2

∂x
g = 0,

∂T3

∂x
6= 0

при T1(0) = 0, где

T2(x) =
∂T1

∂x
f(x), T3(x) =

∂T2

∂x
f(x).

Из условия (∂T1/∂x)g = 0 получаем

∂T1

∂x
g =

∂T1

∂x3

= 0,

то есть T1 не зависит от x3. Следовательно,

T2(x) =
∂T1

∂x1

x2−

− ∂T1

∂x2

{a[(1 + x3) sin(x1 + δ)− sin δ] + bx2}.

Из условия (∂T2/∂x)g = 0 получаем

∂T2

∂x
g =

∂T2

∂x3

= −a sin(x1 + δ)
∂T1

∂x2

= 0,

поэтому выбираем T1 не зависящим от x2. Соот-
ветственно,

T2(x) =
∂T1

∂x1

x2,

T3(x) =
∂T2

∂x1

x2−

− ∂T1

∂x1

{a[(1 + x3) sin(x1 + δ)− sin δ] + bx2}.

Таким образом,

∂T3

∂x
g =

∂T3

∂x3

= −a sin(x1 + δ)
∂T1

∂x1

,

и условие (∂T3/∂x)g 6= 0 в области 0 < x1 + δ < π
выполнено для любой такой функции T1 = T1(x1),
что ∂T1/∂x1 6= 0 в этой области. Простейший вы-
бор T1 = x1 обеспечивает это неравенство вме-
сте с условием T1(0) = 0. Используя получен-
ные выражения, получаем, что замена перемен-
ных z = T (x) задается равенствами

z1 =T1(x) = x1,

z2 =T2(x) = x2,

z3 =T3(x) = a[(1 + x3) sin(x1 + δ)− sin δ] + bx2.

Обратное преобразование x = T−1(z) определено
при 0 < z1 + δ < π и задается равенствами

x1 =z1,

x2 =z2,

x3 =− 1− z1 + bz2 − a sin δ

a sin(z1 + δ)
.

Подставляя полученные выражения в (134 с.53),
получаем

β(x) =
1

(∂T3/∂x)g
=

1

(∂T3/∂x3)
=

−1

a sin(x1 + δ)
,

и аналогично (более громоздко) для α(x). Урав-
нения системы в z−координатах будут

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = −a sin(x1 + δ)[u− α(x)];

они линеаризуются посредством обратной связи

u = α(x)− 1

sin(x1 + δ)
v.

Эти уравнения, отметим, справедливы торлько в
области 0 < z1 + δ < π, где преобразование z =
T (x) определено и является диффеоморфизмом.

Пример 12.3. Двухзвенный манипулятор с
упругим шарнирным соединением без трения
можно представить моделью четвертого порядка:

ẋ = f(x) + gu,
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где

f(x) =




x2

−a sin x1 − b(x1 − x3)
x4

c(x1 − x3)


 , g =




0
0
0
d


 ,

a, b, c, d — положительные постоянные. Разомкну-
тая система имеет точку равновесия при x = 0.
Будем искать функцию T1 = T1(x), удовлетворя-
ющую условиям

∂Ti

∂x
g = 0, i = 1, 2, 3,

∂T4

∂x
g 6= 0

при T1(0) = 0, где

Ti+1(x) =
∂Ti

∂x
f(x), i = 1, 2, 3.

Из условия (∂T1/∂x)g = 0 следует (∂T1/∂x4) = 0,
так что мы должны выбирать T1 не зависящим
от x4. Следовательно,

T2(x) =
∂T1

∂x1

x2 +
∂T1

∂x2

[−a sin x1−b(x1 − x3)]+

+
∂T1

∂x3

x4.

Из условия (∂T2/∂x)g = 0 следует

∂T2

∂x4

= 0 ⇒ ∂T1

∂x3

= 0,

так что T1 не зависит также и от x3. Таким обра-
зом,

T2(x) =
∂T1

∂x1

x2 +
∂T1

∂x2

[−a sin x1 − b(x1 − x3)],

T3(x) =
∂T2

∂x1

x2 +
∂T2

∂x2

[−a sin x1 − b(x1 − x3)] +
∂T2

∂x3

x4.

Наконец,

∂T3

∂x4

= 0 ⇒ ∂T2

∂x3

= 0 ⇒ ∂T1

∂x2

= 0,

и мы выбираем T1 не зависящим от x2. Следова-
тельно,

T4(x) =
∂T3

∂x1

x2 +
∂T3

∂x2

[−a sin x1 − b(x1 − x3)] +
∂T3

∂x3

x4,

и условие (∂T4/∂x)g 6= 0 выполнено, если
(∂T1/∂x1) 6= 0. Возьмем T1(x) = x1, тогда заме-
на переменных

z1 =T1(x) = x1,

z2 =T2(x) = x2,

z3 =T3(x) = −a sin x1 − b(x1 − x3),

z4 =T4(x) = −ax2 cos x1 − b(x2 − x4)

преобразует уравнение системы к виду (127 с.52):

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = z4,

ż4 = −(a cos z1 + b + c)z3 + a(z2
2 − c) sin z1 + bdu

В отличие от предыдущего примера, эти уравне-
ния заданы глобально, поскольку z = T (x) — гло-
бальный диффеоморфизм: T (·) и T−1(·) заданы
глобально, и T (Rn) = Rn.

Пример 12.4. Индукционный электродвига-
тель постоянного тока с пренебрежимо малым
коэффициентом демпфирования (трением на ва-
лу?) можно представить моделью третьего поряд-
ка

ẋ = f(x) + gu

при

f(x) =




−ax1

−bx2 + ρ− cx1x3

θx1x2


 , g =




1
0
0


 ,

где a, b, c, θ, ρ — положительные постоянные.
Разомкнутая система имеет множество точек рав-
новесия при x1 = 0, x2 = ρ/b. Обозначим жела-
тельную для нас операционную точку (0, ρ/b, ω0)

′

через x∗, где ω0 — заданное значение угловой ско-
рости. Мы ищем функцию T1(·), удовлетворяю-
щую следующим соотношениям:

∂T1

∂x
g = 0,

∂T2

∂x
g = 0,

∂T3

∂x
6= 0

при T1(x
∗) = 0, где

T2(x) =
∂T1

∂x
f(x), T3(x) =

∂T2

∂x
f(x).

Из условия (∂T1/∂x)g = 0 получаем

∂T1

∂x
g =

∂T1

∂x1

= 0,
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то есть T1 не зависит от x1. Следовательно,

T2(x) =
∂T1

∂x2

[−bx2 + ρ− cx1x3] +
∂T1

∂x3

θx1x2.

Из условия (∂T2/∂x)g = 0 получаем

cx3
∂T1

∂x2

= θx2
∂T1

∂x3

.

Это будет выполнено, если

T1 = c1[θx
2
2 + cx2

3] + c2

при некоторых постоянных c1, c2. Возьмем c1 = 1,
и

c2 = −θ(x∗2)
2 − c(x∗3)

2 = −θ(ρ/b)2 − cω2
0,

чтобы обеспечить условие T1(x
∗) = 0. При таком

выборе

T2(x) = 2θx2(ρ− bx2),

откуда

T3(x) = 2θ(ρ− 2bx2)(−bx2 + ρ− cx1x3).

Следовательно,

∂T3

∂x
g =

∂T3

∂x1

= −2cθ(ρ− 2bx2)x3,

и условие (∂T3∂x)g 6= 0 выполнено, если x2 6= ρ/2b
и x3 6= 0. Предполагая x∗3 > 0, определим область

Dx = {x ∈ R3 |x2 > ρ/2b и x3 > 0},

которая содержит точку x∗. Нетрудно убедиться,
что отображение z = T (x) — диффеоморфизм на
Dx и уравнение системы в z−координатах опре-
делено на области

Ds = T (Dx) =

{
z ∈ R3

∣∣∣∣
z1 >θφ2(z2)− θ(ρ/b)2−

−cω2
0 и z2 < θρ2

2b

}
,

где φ(·) — обратное отображение к 2θx2(ρ− bx2),
определенное при x2 > ρ/2b. Область Dz содер-
жит начало координат.

Обратные связи по состоянию.

Стабилизация

Рассмотрим линеаризуемую по состоянию си-
стему

ż = Az + Bβ−1(x)[u− α(x)], z = T (x),

где T (x) — диффеоморфизм на Dx ⊂ Rn, Dz =
T (Dx) содержит начало координат, пара (A,B)
вполне управляема, матрица β(x) не вырождена
при всех x ∈ Dx, и обе матрицы α(x), β(x) непре-
рывно дифференцируемы. Построим такую мат-
рицу K, что A + BK — гурвицева матрица. Об-
ратная связь

u = α(x) + β(x)KT (x)

приводит к линейному уравнению замкнутой си-
стемы

ż = (A + BK)z.

Рассмотрим вопрос о чувствительности. На прак-
тике регулятор скорее всего будет задаваться
уравнением

u = α̂(x) + β̂(x)KT̂ (x),

где функции α(x), β̂(x), T̂ (x) отличаются от номи-
нальных. Следовательно,

ż =Az + Bβ−1(x)[α̂(x) + β̂(x)KT̂ (x)− α(x)] =

=(A + BK)z + Bδ(z),

где

δ(z) =β−1(x){α̂(x)− α(x) + [β̂(x)− β(x)]KT (x)+

+ β̂(x)K[T̂ (x)− T (x)]}, x = T−1(z).

Таким образом, уравнение замкнутой системы
можно рассматривать как результат возмущения
системы номинальной, то есть ż = (A + BK)z.
Проанализируем устойчивость. Пусть P + P ′ > 0
— решение уравнения Ляпунова

P (A + BK) + (A + BK)′P = −Q,

где Q = Q′ < 0. Предположим, что в окрестно-
сти начала координат ‖β(z)‖2 ≤ γ1‖z‖2 + γ2 для
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некоторых положительных величин γ1,2. Исполь-
зуя функцию Ляпунова V (z) = z′Pz, получаем

V̇ (z) =− z′Qz + 2z′Pbδ(z) ≤
≤− λmin(Q)‖z‖2

2 + 2‖PB‖2γ1‖z‖2
2+

+ 2‖PB‖2γ2‖z‖2.

Если γ1 < λmin(Q)/4‖PB‖2, то

V̇ (z) ≤− 1

2
λmin(Q)‖z‖2

2 + 2‖PB‖2γ2‖z‖2 ≤

≤− 1

4
λmin(Q)‖z‖2

2 ∀‖z‖2 ≥ 8‖PB‖2γ2

λmin(Q)
,

откуда следует диссипативность (предельная
ограниченность) с пропорциональным γ2 радиу-
сом диссипативности. Если δ(0) = 0, то мож-
но взять γ2 = 0. В этом случае начало коорди-
нат будет асимптотически устойчиво при γ1 <
λmin(Q)/2‖PB‖2.

Пример 12.13. Рассмотрим маятник

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a sin(x1 + δ1)− bx2 + cu,

где x1 = θ − δ1, x2 = θ̇, u = T — входной момент.
Цель управления — стабилизация при θ = δ1. Ли-
неаризующая и стабилизирующая обратная связь
задается уравнением

u =
(a

c

)
sin(x1 + δ1) +

(
1

c

)
(k1x1 + k2x2),

где коэффициенты k1,2 выбраны таким образом,
что

A + BK =

[
0 1
k1 k2 − b

]

— гурвицева матрица. Предположим, что из-за
неопределенности относительно значений пара-
метров a и c управляющее воздействие вычисля-
ется по формуле

u =

(
â

ĉ

)
sin(x1 + δ1) +

(
1

ĉ

)
(k1x1 + k2x2),

где â и ĉ — приближенные значения параметров.
Замкнутую систему будет описывать уравнение

ẋ1 = x2,

ẋ2 = k1x1 + (k2 − b)x2 + δ(x),

где

δ(x) =

(
âc− aĉ

ĉ

)
sin(x1 + δ1)+

+

(
c− ĉ

ĉ

)
(k1x1 + k2x2).

Ошибка глобально удовлетворяет неравенству
|δ(x)| ≤ γ1‖x‖2 + γ2, где

γ1 =

∣∣∣∣
âc− aĉ

ĉ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
c− ĉ

ĉ

∣∣∣∣
√

k2
1 + k2

2,

γ2 =

∣∣∣∣
âc− aĉ

ĉ

∣∣∣∣ | sin δ1|.

Пусть

P =

[
p11 p12

p12 p22

]

— решение уравнения Ляпунова P (A+BK)+(A+
BK)′P = −I. Если

γ1 <
1

4
√

p2
12 + p2

22

,

то замкнутая система глобально диссипативна с
радиусом, пропорциональным γ2. Если sin δ1 = 0,
то приведенная оценка для γ1 гарантирует гло-
бальную экспоненциальную устойчивость.

0.3 Линеаризация "вход-выход".

Линеаризация уравнения состояния не все-
гда линеаризует уравнение наблюдения (если оно
есть). Например, если выходом системы

ẋ1 = a sin x2,

ẋ2 = −x2
1 + u

служит y = x2, то замена переменных и обратная
связь по состоянию

z1 = x1, z2 = a sin x2, u = x2
1 +

1

a cos x2

v

приводит к уравнениям

ż1 = z2,
ż2 = v,

y = arcsin
(z2

a

)
.
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Нелинейность в наблюдении может усложнить,
например, задачу отслеживания. Если же исполь-
зовать обратную связь u = x2

1 + v, то мы получим

ẋ2 = v,

y = x2,

и мы можем использовать линейную теорию для
решения задачи отслеживания. Таким образом,
иногда имеет смысл линеаризовать отображение
вход-выход даже ценой того, что часть уравнения
состояния останется нелинейной.

Рассмотренный пример демонстрирует еще од-
ну черту линеаризации по выходу — динамика
система может быть при этом охвачена не пол-
ностью. Действительно, полностью система опи-
сывается уравнениями

ẋ1 = a sin x2,

ẋ2 = v, y = x2.

Наивный подход к построению обратной связи
может привести к точному отслеживанию задан-
ного значения выхода при бесконтрольном росте
первой компоненты вектора состояния.

Рассмотрим систему со скалярными выходом
и входом:

ẋ = f(x) + g(x)u, y = h(x),

где f, g и h — достаточно гладкие функции, за-
данные в области D ⊂ Rn. Простейшим случаем
линеаризации по выходу является случай систе-
мы, которая одновременно линеризируема обрат-
ной связью по состоянию, с которого мы и нач-
нем. Пусть T (x) — решение (133 с.53). Предполо-
жим, что функция h(x) из уравнения измерения
оказалась равной T1(x). 3 Тогда замена перемен-
ных z = T (x) и обратная связь u = α(x) + β(x)v
приводит к уравнениям

ż = Acz + Bcv, y = Ccz,

где (Ac, Bc, Cc) — каноническое представление це-
почки из n интеграторов, то есть Ac и Bc имеют
вид (132 с.53), и

Cc = [1 0 . . . 0 0]1×n. (135)

3Например, при рассмотрении робота-манипулятора
(пример 12.3) мы выбрали T1(x) = x1. Это и в самом деле
может быть интересующим нас выходом, поскольку обыч-
но рассматривается именно задача управления углом x1.

Для заданной функции наблюдения h(x) мы мо-
жем попробовать, удовлеторяет ли она условию
(133 с.53), рассматривая его как ограничение на
характер зависимости производных y от u. Чтобы
убедиться в этом, положим ψ1(x) = h(x). Произ-
водная ẏ задается равенством

ẏ =
∂ψ1

∂x
[f(x) + g(x)u].

Если (∂ψ1/∂x)g(x) = 0, то

ẏ =
∂ψ1

∂x
f(x)

def
= ψ2(x).

Вычислив вторую производную от y, получаем

ÿ =
∂ψ2

∂x
[f(x) + g(x)u].

Если опять-таки (∂ψ1/∂x)g(x) = 0, то

ÿ =
∂ψ2

∂x
f(x)

def
= ψ3(x).

Повторяя этот процесс, убеждаемся в следую-
щем: если функция h(x) = ψ(x) удовлетворяет
(133 с.53), то есть

∂ψi

∂x
g(x) = 0, i = 1, 2, . . . , n− 1,

∂ψn

∂x
g(x) 6= 0,

(где ψi+1 = (∂ψn/∂x)f(x) при i = 1, 2, . . . , n − 1),
то u отсутствует в уравнениях для y, ẏ, . . . , y(n−1)

и возникает только в уравнении для yn с ненуле-
вым коэффициентом:

y(n) =
∂ψn

∂x
f(x) +

∂ψn

∂x
g(x)u.

Это уравнение ясно показывает, что рассматри-
вая система вход-выход-линеаризуема, поскольку
обратная связь

u =
1

(∂ψn/∂x)g(x)

[
−∂ψn

∂x
f(x) + v

]

приводит отоброжение вход-выход к виду

y(n) = v,

то есть к цепочке из n интеграторов. Что же бу-
дет, если u первый раз возникнет с ненулевым
коэффициентом в уравнении для одной из про-
изводных y, ẏ, . . . , y(n−1), например, для y(r), где
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1 ≤ r < n? Тогда мы тоже можем линеаризовать
отображение от входа к выходу: обратная связь

u =
1

(∂ψr/∂x)g(x)

[
−∂ψr

∂x
f(x) + v

]

приводит его к цепочке из r интеграторов y(r) = v.
В этом случае рассматриваемая система имеет от-
носительный порядок r в соответствии со следу-
ющим определением:

Определение 12.2. Пусть f : D → Rn, g :
D → Rn, h : D → R — достаточно гладкие
определенные на D ⊂ Rn функции. Говорят, что
нелинейная система

ẋ = f(x) + g(x)u, (136)
y = h(x) (137)

имеет в области D0 ⊂ D относительный поря-
док r ∈ [1, r], если

∂ψi

∂x
g(x) = 0, i = 1, 2, . . . , r − 1,

∂ψn

∂x
g(x) 6= 0,

(138)

при всех x ∈ D0, где

ψ1(x) = h(x), ψi+1 =
∂ψn

∂x
f(x). (139)

Если система (136),(137) имеет относительный
порядок r, то она вход-выход линеаризуема. Ес-
ли она имеет относительный порядок n, то она
одновременно вход-выход линеаризуема и линеа-
ризуема по состоянию.

Пример 12.5. Рассмотрим уравнение ван дер
Поля

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + ε(1− x2
1)x2 + u, ε > 0

с выходом y = x1. Вычисляя его производные,
получаем

ẏ = ẋ1 = x2,

ÿ = ẋ2 = −x1 + ε(1− x2
1)x2 + u.

Следовательно, относительный порядок равен 2
во всем R2, то есть система линеаризуема и по
выходу, и по состоянию. Если y = x2, то

ẏ = −x1 + ε(1− x2
1)x2 + u,

и относительный порядок равен 1 в R2. Если же
y = x1 + x2

2, то

ẏ = x2 + x2[−x1 + ε(1− x2
1)x2 + u],

и относительный порядок равен 1 в D0 = {x ∈
R2| x2 6= 0}.

Пример 12.6. Рассмотрим систему

ẋ1 = x1,

ẋ2 = x2 + u,

y = x1.

Вычисляя производные y, получаем

ẏ = ẋ1 = x1 = y.

Соответственно, y(n) = y = x1 при всех n ≥ 1.
Таким образом, в данном случае относительный
порядок не определен. Причина в том, что выход
y(t) = x1(t) = etx1(0) не зависит от входа u.

Пример 12.7. Рассмотрим электромотор из
упражнения 1.12 и примера 12.4. Уравнения в
пространссстве состояний у него следующие:

ẋ1 = −ax1 + u,

ẋ2 = −bx2 + ρ− cx1x3,

ẋ3 = θx1x2,

где x3 — угловая скорость, а x1,2 — токи в раз-
личных обмотках. Чтобы управлять скоростью,
возьмем y = x3. Производные будут задаваться
равенствами

ẏ = ẋ3 = θx1x2,

ÿ = θx1ẋ2 + θẋ1x2 =

= θx1[−(a + b)x2 + ρ− cx1x3] + θx2u.

Система имеет отностительный порядок 2 в обла-
сти D0 = {x ∈ R3| x2 6= 0}.

Пример 12.8. Рассмотрим линейную систему
с передаточной функцией

H(s) =
bmsm + bm−1s

m−1 + . . . + b0

sn + an−1sn−1 + . . . + a0

,

где m < n и bm 6= 0. В пространстве состояний ее
можно описать уравнением

ẋ = Ax + Bu, y = Cx,
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где

C = [b0 b1 . . . bm 0 . . . 0]1×n, B′ = [0 . . . 0 1]1×n,

A =




0 1 0 . . . . . . 0
0 0 1 . . . . . . 0
... . . . ...

. . . 0
0 1

−a0 −a1 . . . . . . −an−1




n×n

.

Можно считать, что это специальный случай
уравнений (136 с.59),(137 с.59) при f(x) =
Ax, g = B, h(x) = Cx. Чтобы выяснить относи-
тельный порядок системы, вычисляем производ-
ные выхода. Первая производная — это

ẏ = CAx + CBu.

Если m = n− 1, то CB = bn−1 6= 0 и относитель-
ный порядок равен 1. Если же CB = 0, то мы
продолжаем вычислять производные:

CAi−1B = 0, i = 1, 2, . . . , n−m− 1,

CAn−m−1B = bm 6= 0.

Таким образом, u возникает в первый раз в урав-
нении для y(n−m):

y(n−m) = CAn−mx + CAn−m−1Bu,

и относительный порядок равен n − m, то есть
разнице степеней числителя и знаменателя H(s).

Для дальнейшего исследования линеаризуе-
мых систем и вопросов внутренней устойчивости,
начнем с только что разобранного линейного при-
мера. Передаточную функцию H(s) можно пере-
писать в виде

H(s) =
N(s)

D(s)
,

где deg D = n, deg N = m < n. Представим зна-
менатель в виде

D(s) = Q(s)N(s) + R(s),

где Q(s) — частное, а R(s) — остаток при делении
многочлена D(s) на N(s). Тогда deg Q = n−m

def
=

1
Q(s)

R(s)
N(s)

-- -

6

¾

u +

−
e y

w

Рис. 1: Представление H(s) обратной связью.

r, deg R < m, и старший коэффициент Q(s) ра-
вен 1/bm. Следовательно,

H(s) =
N(s)

Q(s)N(s) + R(s)
=

1
Q(s)

1 + 1
Q(s)

R(s)
N(s)

.

Таким образом, мы представили H(s) в виде бло-
ка, замкнутого отрицательной обратной связью,
как показано на рис. 1. Передаточная функция r-
го порядка 1/Q(s) не имеет нулей и может быть
реализована уравнением в пространстве состоя-
ний

ξ̇ = (Ac + Bcλ
′)ξ + Bcbme,

y = Ccξ

с фазовым вектором

ξ = [y ẏ . . . y(r−1)]′,

где (Ac, Bc, Cc) — каноническое представление це-
почки из r интеграторов. Пусть (A0, B0, C0) — ми-
нимальное представление передаточной функции
R(s)/N(s):

η̇ = A0η + B0y,

w = C0η,

где e = u − w. Заметим, что собственные чис-
ла A0 — это нули многочлена N(s), то есть нули
передаточной функции H(s). Таким образом, эта
передаточная функция реализуется уравнениями

η̇ = A0η + B0Ccξ, (140)

ξ̇ = Acξ + Bc(λ
′ξ − bmC0η + bmu), (141)

y = Ccξ. (142)
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Из специального вида (Ac, Bc, Cc) следует, что

y(r) = λ′ξ − bmC0η + bmu.

Линеаризующая обратная связь

u =
1

bm

[−λ′ξ + bmC0η + v]

приводит к системе

η̇ = A0η + B0Ccξ,

ξ̇ = Acξ + Bcv,

y = Ccξ,

у которой отображение вход-выход — цепочка из
r интеграторов. Предположим, что требуется ста-
билизировать ξ в точке ξ∗ = (yR, 0, . . . , 0)′. Сдвиг
точки равновесия в начало координат заменой пе-
ременных ζ = ξ−ξ∗ сводит задачу к стабилизации
системы ζ̇ = Acζ + Bcv. Взяв v = Kζ = K(ξ− ξ∗),
где матрица K выбрана так, чтобы обеспечить
гурвицевость Ac + BcK, завершаем выбор закона
управления в виде

u =
1

bm

[−λ′ξ + bmC0η + K(ξ − ξ∗)].

Уравнения замкнутой системы будут

η̇ = A0η + B0Cc(ξ
∗ + ζ),

ζ̇ = (Ac + BcK)ζ.

Поскольку матрица Ac +BcK гурвицева, для лю-
бого начального состояния получаем ζ(t) → 0 при
t →∞, то есть y(t) → yR. Что касается η, то для
его ограниченности необходима гурвицевость A0,
то есть нули H(s) должны лежать в открытой ле-
вой полуплоскости. Таким образом, мы пришли
к требованию минимальной фазовости исходной
системы. Разумеется, минимальная фазовость не
является необходимым условием стабилизируемо-
сти, но при выбранном подходе (слежение только
за выходом и его производными) неминимальнно
фазовые системы будут неустойчивы.

Попробуем получить нелинейную версию урав-
нений (140 с.60)-(142 с.60) для системы (136
с.59),(137 с.59) с относительным порядком r. Ана-
лог (141 с.60) уже обеспечен по определению от-
носительного порядка, осталось добиться, чтобы
в оставшиеся уравнения системы управление не

входило. Искомая замена переменных, приводя-
щая (136 с.59),(137 с.59) к желательному виду,
может быть представлена так:

z = T (x) =




φ1(x)
...

φn−r(x)
ψ1(x)

...
ψr(x)




def
=

[
φ(x)
ψ(x)

]
def
=

[
η
ξ

]
,

(143)
где ψi уже определены из (139 с.59), а φj следу-
ет определить таким образом, чтобы отображение
T (x) было диффеоморфизмом на Dx ⊂ D0 и

∂φj

∂x
g(x) = 0 ∀x ∈ Dx, i = 1, 2, . . . , n− r. (144)

В разделе 12.4 будет показано, что искомый диф-
феоморфизм существует в некоторой окрестно-
сти произвольной точки x0 ∈ D0. Условие (144)
обеспечивает сокращение u в уравнении η̇ =
(∂φ/∂x)[f(x)+g(x)u], поэтому замена переменных
(143) приводит (136 с.59),(137 с.59) к виду

η̇ = f0(η, ξ), (145)

ξ̇ = Acξ + Bcβ
−1(x)[u− α(x)], (146)

y = C0ξ, (147)

где ξ ∈ Rr, η ∈ Rn−r, (Ac, Bc, Cc) — каноническое
представление цепочки интеграторов,

f0(η, ξ) =
∂φ

∂x
f(x)

∣∣∣∣
x=T−1(z)

, (148)

β(x) =
1

(∂ψr/∂x)g(x)
, α(x) =

(∂ψr/∂x)f(x)

(∂ψr/∂x)g(x)
.

(149)

Если положить

α0(η, ξ) = α(T−1(z)), β0(η, ξ) = β(T−1(z)),

то (146) можно переписать в новых координатах

ξ̇ = Acξ + Bcβ
−1
0 (η, ξ)[u− α0(η, ξ)].

Если x∗ — точка равновесия разомкнутой си-
стемы (136 с.59), то (η∗, ξ∗) — точка равновесия
(145),(146), где

η∗ = φ(x∗), ξ∗ = [h(x∗) 0 . . . 0].
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Если y обращается в ноль при x = x∗, то есть
h(x∗) = 0, мы можем преобразовать x∗ в начало
координат (η = 0, ξ = 0), выбрав такое φ(x), что
φ(x∗) = 0.

Уравнения (145 с.61)-(147 с.61) называются
нормальной формой. Эта форма осуществляет де-
композицию системы на внешнюю часть с векто-
ром состояния ξ и внутреннюю с состоянием η.
Внешняя часть линеаризуется обратной связью

u = α(x) + β(x)v,

а внутренняя часть этой обратной связью превра-
щается в ненаблюдаемую. Внутрення динамика
описывается уравнением (145 с.61). Положив там
ξ = 0, получаем уравнение

η̇ = f0(η, 0) (150)

которое называется уравнением нулевой динами-
ки. Система называется минимально фазовой, ес-
ли в рассматриваемой области уравнение (150)
имеет асимптотически устойчивую точку равно-
весия.

Нулевую динамику можно и полезно описать
в исходных x−координатах. Действительно,

y(t) ≡ 0 ⇒ ξ(t) ≡ 0 ⇒ u(t) ≡ α(x(t)).

Таким образом, нулевой выход возможен, если ре-
шение уравнений системы принадлежит множе-
ству

Z∗ = {x ∈ D0|ψ1(x) = ψ2(x) = . . . = ψr(x) = 0},
и

u = u∗(x)
def
= α(x)|x∈Z∗ .

При этом движение системы описывается уравне-
нием

ẋ = f ∗(x)
def
= [f(x) + g(x)α(x)]|x∈Z∗ .

Пример 12.9. Рассмотрим управляемое урав-
нение Ван дер Поля

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + ε(1− x2
1)x2 + u,

y = x2.

Выше (пример 12.5) показано, что относительный
порядок этой системы равен единице. Взяв ξ = y

и η = x1 мы видим, что система уже записана в
нормальной форме. Нулевая динамика задается
уравнением ẋ1 = 0, то есть система не минималь-
но фазовая.

Пример 12.10. Рассмотрим систему

ẋ1 = −x1 +
2 + x2

3

1 + x2
3

u,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = x1x3 + u,

y = x2

с точкой равновесия в начале координат. Произ-
водные выхода удовлетворяют равенствам

ẏ = ẋ2 = x3,

ÿ = ẋ3 = x1x3 + u.

Следовательно, система имеет относительный по-
рядок 2 в R3. Мы имеем ψ1(x) = x2, ψ2(x) = x3.
Используя (149 с.61), получаем

β = 1, α(x) = −x1x3.

Для описания нулевой динамики, ограничим x
множеством

Z∗ = {x ∈ R3|x2 = x3 = 0}

и возьмем u = u∗(x) = 0. Это приводит к уравне-
нию

ẋ1 = −x1,

что показывает минимальную фазовость систе-
мы. Чтобы привести систему к нормальной фор-
ме, нам нужно выбрать такую функцию φ(x), что

φ(0) = 0,
∂φ

∂x
g(x) = 0

и

T (x) = [φ(x) x2 x3]
′

— диффеоморфизм в некоторой окрестнлсти на-
чала координат. Решение уравнения в частных
производных

∂φ

∂x1

2 + x2
3

1 + x2
3

+
∂φ

∂x3

= 0
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методом разделения переменных приводит к
функции

φ(x) = −x1 + x3 + arctg x3,

которая удовлетворяет условию φ(0) = 0. Отобра-
жение T (x) — глобальный диффеоморфизм, по-
скольку уравнение T (x) = z однозначно непре-
рывно разрешимо для любого z ∈ R3. Таким об-
разом, нормальная форма

η̇ = (−η + ξ2 + arctg ξ2)

(
1 +

2 + ξ2
2

1 + ξ2
2

ξ2

)
,

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇1 = (−η + ξ2 + arctg ξ2)ξ2 + u,

y = ξ1

определена глобально.
Пример 12.11. Индукционный мотор из при-

мера 12.7 имеет относительный порядок 2 в обла-
сти D0 = {x ∈ R3| x2 6= 0}. Функции ψ1 и ψ2 опре-
деляются равенствами ψ1(x) = x3, ψ2(x) = θx1x2.
Из (149 с.61) получаем β = 1/θx2,

α(x) =
θx2(−ax1) + θx1(−bx2 + ρ− cx1x3)

θx2

.

Чтобы описать нулевую динамику, ограничим x
множеством

Z∗ ={x ∈ D0| x3 = 0, x1x2 = 0} =

={x ∈ D0| x3 = 0, x1 = 0} =

и возьмем u = u∗(x) = 0. Тогда

ẋ2 = −bx2 + ρ.

Поскольку уравнение нулевой динамики имеет
асимптотически устойчивую точку равновесия
при x2 = ρ/b, система минимально фазовая.
Чтобы привести ее к нормальной форме, нужно
отыскать такую функцию φ(x), что [∂φ/∂x]g =
∂φ/∂x1 = 0 и T = [φ(x), x3, θx1x2]

′ — диффео-
морфизм на некоторой области Dx ⊂ D0. Этим
требованием при Dx = {x ∈ R3| x2 > 0} отвеча-
ет функция φ(x) = x2 − ρ/b, переводящая точку
равновесия в начало координат.

Пример 12.12. Рассмотрим нелинейную си-
стему со скалярными выходом и входом:

y(n) = p(z, ż, . . . , z(m−1), y, ẏ, . . . , y(n−1))+

+q(z, ż, . . . , z(m−1), y, ẏ, . . . , y(n−1))z(m),
(151)

где m < n, z — вход, y — выход, и в представ-
ляющей интерес области p(·), q(·) — достаточно
гладкие функции, причем q(x) 6= 0. Определим
u = z(m) как новый вход, а младшие производные
z включим в вектор состояния:

ζ =




z
ż
...

z(m−1)


 , ξ =




y
ẏ
...

y(n−1)


 , x =

[
ζ
ξ

]
,

ζ̇ = Auζ + Buu,

ξ̇ = Acξ + Bc[p(x) + q(x)u],

y = Ccξ,

где (Ac, Bc, Cc) — каноническая форма представ-
ления цепочки из n интеграторов наподобие (132
с.53),(135 с.58), а (Au, Bu) — каноническая управ-
ляемая пара в представлении (132 с.53) цепочки
из m интеграторов. Пусть D ⊂ Rn+m — некоторая
область, где q 6= 0. Ясно, что

y(i) =CcA
i
cξ, i=1, 2, . . . , n− 1, y(n) =p(x) + q(x)u.

Следовательно, система имеет относительный по-
рядок n. Для определения нулевой динамики за-
метим, что ψi(x) = ξi. Следовательно, Z∗ = {x ∈
Rn+m| ξ = 0} и u∗(x) = −p(x)/q(x), вычислен-
ное при ξ = 0. Таким образом, нулевая динамика
задается уравнением

ζ̇ = Auζ + buu
∗(x).

Вспоминая определение ζ, легко видеть, что ζ1 =
z удовлетворяет дифференциальному уравнению
порядка m

0 = p(z, ż, . . . , z(m−1), 0, 0, . . . , 0)+

+q(z, ż, . . . , z(m−1), 0, 0, . . . , 0)z(m),
(152)

которое получается из (151) при y(t) ≡ 0. В ли-
нейном случае это уравнение имеет в качестве ха-
рактеристического многочлена числитель исход-
ной передаточной функции. Минимальная фазо-
вость определяется изучением свойств (152). Для
перехода к нормальной форме нужно заметить,
что ξ уже содержит y и его производные, остается
найти такую функцию φ = φ(ζ, ξ) : Rn+m → Rm,
что

∂φ

∂ζ
Bu +

∂φ

∂ξ
Bcq(x) = 0,
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или

∂φi

∂ζm

+
∂φi

∂ξn

q(x) = 0, i = 1, 2, . . . , m. (153)

В некоторых специальных случаях у этих уравне-
ний в частных производных имеются очевидные
решения. Например, если q — постоянная величи-
на, то можно взять

φi = ζi − 1

q
ξn−m+i, i = 1, 2, . . . , m.

Другой случай рассматривается в упражнении
12.11.

0.4 Обратные связи по состоянию.

0.4.1 Стабилизация

Рассмотрим линеаризуемую по состоянию си-
стему

ż = Az + Bβ−1(x)[u− α(x)], z = T (x),

где T (x) — диффеоморфизм на Dx ⊂ Rn, Dz =
T (Dx) содержит начало координат, пара (A,B)
вполне управляема, матрица β(x) не вырождена
при всех x ∈ Dx, и обе матрицы α(x), β(x) непре-
рывно дифференцируемы. Построим такую мат-
рицу K, что A + BK — гурвицева матрица. Об-
ратная связь

u = α(x) + β(x)KT (x)

приводит к линейному уравнению замкнутой си-
стемы

ż = (A + BK)z.

Рассмотрим вопрос о чувствительности. На прак-
тике регулятор скорее всего будет задаваться
уравнением

u = α̂(x) + β̂(x)KT̂ (x),

где функции α(x), β̂(x), T̂ (x) отличаются от номи-
нальных. Следовательно,

ż =Az + Bβ−1(x)[α̂(x) + β̂(x)KT̂ (x)− α(x)] =

=(A + BK)z + Bδ(z),

где

δ(z) =β−1(x){α̂(x)− α(x) + [β̂(x)− β(x)]KT (x)+

+ β̂(x)K[T̂ (x)− T (x)]}, x = T−1(z).

Таким образом, уравнение замкнутой системы
можно рассматривать как результат возмущения
системы номинальной, то есть ż = (A + BK)z.
Проанализируем устойчивость. Пусть P + P ′ > 0
— решение уравнения Ляпунова

P (A + BK) + (A + BK)′P = −Q,

где Q = Q′ < 0. Предположим, что в окрестно-
сти начала координат ‖β(z)‖2 ≤ γ1‖z‖2 + γ2 для
некоторых положительных величин γ1,2. Исполь-
зуя функцию Ляпунова V (z) = z′Pz, получаем

V̇ (z) =− z′Qz + 2z′Pbδ(z) ≤
≤− λmin(Q)‖z‖2

2 + 2‖PB‖2γ1‖z‖2
2+

+ 2‖PB‖2γ2‖z‖2.

Если γ1 < λmin(Q)/4‖PB‖2, то

V̇ (z) ≤− 1

2
λmin(Q)‖z‖2

2 + 2‖PB‖2γ2‖z‖2 ≤

≤− 1

4
λmin(Q)‖z‖2

2 ∀‖z‖2 ≥ 8‖PB‖2γ2

λmin(Q)
,

откуда следует диссипативность (предельная
ограниченность) с пропорциональным γ2 радиу-
сом диссипативности. Если δ(0) = 0, то мож-
но взять γ2 = 0. В этом случае начало коорди-
нат будет асимптотически устойчиво при γ1 <
λmin(Q)/2‖PB‖2.

Пример 12.13. Рассмотрим маятник

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a sin(x1 + δ1)− bx2 + cu,

где x1 = θ − δ1, x2 = θ̇, u = T — входной момент.
Цель управления — стабилизация при θ = δ1. Ли-
неаризующая и стабилизирующая обратная связь
задается уравнением

u =
(a

c

)
sin(x1 + δ1) +

(
1

c

)
(k1x1 + k2x2),

где коэффициенты k1,2 выбраны таким образом,
что

A + BK =

[
0 1
k1 k2 − b

]
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— гурвицева матрица. Предположим, что из-за
неопределенности относительно значений пара-
метров a и c управляющее воздействие вычисля-
ется по формуле

u =

(
â

ĉ

)
sin(x1 + δ1) +

(
1

ĉ

)
(k1x1 + k2x2),

где â и ĉ — приближенные значения параметров.
Замкнутую систему будет описывать уравнение

ẋ1 = x2,

ẋ2 = k1x1 + (k2 − b)x2 + δ(x),

где

δ(x) =

(
âc− aĉ

ĉ

)
sin(x1 + δ1)+

+

(
c− ĉ

ĉ

)
(k1x1 + k2x2).

Ошибка глобально удовлетворяет неравенству
|δ(x)| ≤ γ1‖x‖2 + γ2, где

γ1 =

∣∣∣∣
âc− aĉ

ĉ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
c− ĉ

ĉ

∣∣∣∣
√

k2
1 + k2

2,

γ2 =

∣∣∣∣
âc− aĉ

ĉ

∣∣∣∣ | sin δ1|.

Пусть

P =

[
p11 p12

p12 p22

]

— решение уравнения Ляпунова P (A+BK)+(A+
BK)′P = −I. Если

γ1 <
1

4
√

p2
12 + p2

22

,

то замкнутая система глобально диссипативна с
радиусом, пропорциональным γ2. Если sin δ1 = 0,
то приведенная оценка для γ1 гарантирует гло-
бальную экспоненциальную устойчивость.

Приведенные рассуждения применимы к лю-
бой системе вида

ż = (A + BK)z + ∆(z)

и не учитывают, что в нашем случае ∆(z) = Bδ(z)
(говорят, что при этом выполнено условие соот-
ветствия). Способ учесть это условие будет рас-
смотрен в разделах 13.1 и 13.3.

Рассмотрим теперь частично линеаризован-
ную систему

η̇ = f0(η, ξ), (154)

ξ̇ = Aξ + Bβ−1(x)[u− α(x)], (155)

где

z =

[
η
ξ

]
= T (x)

def
=

[
T1(x)
T2(x)

]
,

T (x) — диффеоморфизм на области Dx ⊂
Rn, Dz = T (Dx) 3 0, (A,B) — управляемая пара,
β(x) не вырождается при всех x ∈ Dx, f0(0, 0) =
0, а функции f0(η, ξ), α(x), β(x) непрерывно диф-
ференцируемы. Эти уравнения имеют вид нор-
мальной формы (145 с.61)-(147 с.61), однако урав-
нение наблюдения отброшено, вход может быть
векторным, а пара (A,B) не обязательно канони-
ческая. Обратная связь

u = α(x) + β(x)v

приводит уравнения (154),(155) к "треугольно-
му"виду

η̇ = f0(η, ξ), (156)

ξ̇ = Aξ + Bv. (157)

Уравнение (157) легко стабилизировать обратной
связью v = Kξ, выбрав K таким образом, чтобы
матрица A + BK была гурвицевой. Асимптоти-
ческая устойчивость нулевого решения всей за-
мкнутой системы

η̇ = f0(η, ξ), (158)

ξ̇ = (A + BK)ξ (159)

определяется устойчивостью "вход-
состояние"уравнения (158), входом которого
служит ξ. Результаты раздела 5.3 говорят
о том, что локальная устойчивость "вход-
состояние"имеет место в том случае, если
асимптотически устойчиво невозмущенное
уравнение

η̇ = f0(η, 0). (160)

Таким образом, минимально фазовая вход-выход-
линеаризуемая система стабилизируется обрат-
ной связью от состояния

u = α(x) + β(x)KT2(x). (161)
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Важно, что эта обратная связь формируется че-
рез α(x), β(x), T2(x) без использования T1(x). Де-
ло в том, что α(x), β(x) и T2(x) определяются
по функциям f, g, h, в то время как T1(x) зави-
сит еще от выбора функции φ(x), которая долж-
на удовлетворять уравнению в частных производ-
ных (144 с.61).

Чувствительность к неопределенности коэф-
фициентов исследуется так же, как это уже бы-
ло сделано для систем, линеаризуемых по состо-
янию.

Глобальная стабилизация не вытекает из "гло-
бальной"минимальной фазовости, для этого в до-
бавок к глобальной экспоненциальной устойчиво-
сти уравнения (160 с.65) нужно еще, чтобы функ-
ция f0(η, ξ) была глобально липшицева по всем
переменным — это следует из пропущенной пока
что леммы 5.5. Если эти условия не выполнены,
то устойчивость "вход-состояние"нужно исследо-
вать другими дополнительно. Проблемы, возни-
кающие при отсутствии глобальной липшицево-
сти (называемой еще условием линейного роста),
поясняются двумя нижеследующими примерами.

Пример 12.14. Рассмотрим систему второго
порядка

η̇ = −η + η2ξ,

ξ̇ = v.

Хотя уравнение η̇ = −η глобально экспоненци-
ально устойчиво, система η̇ = −η + η2ξ, как лег-
ко показать, вход-состояние устойчива только ло-
кально. Таким образом, при γ > 0 линейная об-
ратная связь v = −γξ локально стабилизирует
всю систему. На самом деле она даже экспонен-
циально устойчива. При ν = ηξ мы имеем

ν̇ = ηξ̇ + η̇ξ = −γηξ − ηξ + η2ξ2 = −(1 + γ)ν + ν2.

Следовательно, гипербола ηξ = 1 + γ состоит из
двух траекторий. Аналитическое решение урав-
нений замкнутой системы позволяет показать,
что областью притяжения начала координат слу-
жит множество {ηξ < 1 + γ}. При увеличении
γ оно накрывает любой компакт, так что обрат-
ная связь v = −γξ обеспечивает полуглобальную
устойчивость.

Если нулевое решение уравнения η̇ = f0(η, 0)
глобально асимптотически устойчиво, то возни-
кает желание обеспечить глобальную (или хо-

тя бы полуглобальную) устойчивость треуголь-
ной системы (156 с.65),(157 с.65), располагая соб-
ственные числа матрицы (A + BK) все левее и
левее. Упражнение 12.17 показывает, что иногда
этот подход срабатывает. Вообще говоря, он все-
таки не гарантирует стабилизации:

Пример 12.15. Расмотрим систему порядка
три

η̇ = −1

2
(1 + ξ2)η

3,

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = v.

Линейная обратная связь

v = −γ2ξ1 − 2γξ2
def
= Kξ

доставляет собственным числам матрицы

A + BK =

[
o 1
−γ2 −2γ

]

значения −γ,−γ. Экспоненциальная матрица

et(A+BK) =

[
(1 + γt)e−γt e−γt

−γ2te−γt (1− γt)e−γt

]

стремиться к нулю все быстрее по мере роста
γ, обеспечивая такое же убывание ξ при боль-
ших значениях времени. При этом, однако, рас-
тет амплитуда переходного процесса: левый ниж-
ний элемент экспоненциальной матрицы в момент
t = 1/γ достигает своего максимального значе-
ния γ/e. Этот эффект фатально сказывается на
устойчивости нелинейной части системы. В част-
ности, при начальных данных η(0) = η0, ξ1(0) =
1, ξ2(0) = 0 мы получаем ξ2(t) = −γ2te−γt и

η̇ = −1

2
(1− γ2te−γt)η3.

В течение переходного периода коэффициент при
η3 положителен, что вызывает рост |η(t)|. В
конце-концов коэффициент станет отрицатель-
ным, но этот момент может прийти слишком
поздно, поскольку система может иметь конечное
время существования. Действительно, точное ре-
шение удовлетворяет равенству

η2(t) =
η2

0

1 + η2
0[t + (1 + γt)e−γt − 1]

,
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поэтому при η2
0 > 1 и достаточно большом γ ре-

шение не будет продолжимо далее некоторого ко-
нечного момента.

Линеаризация обратной связью оправдана не
всегда. Она полезна, поскольку для линейных си-
стем мы уже знаем методику построения регу-
ляторов, но эта причина чисто математическая,
а не содержательная. Подавляемая нелинейность
на самом деле может быть полезна, как показы-
вает

Пример 12.16. Рассмотрим скалярную систе-
му

ẋ = ax− bx3 + u

с положительными коэффициентами a, b. Линеа-
ризующе-стабилизирующая обратная связь

u = −(γ + a)x + bx3, γ > 0

приводит к уравнению ẋ = −γx. Она давит куби-
ческую нелинейность, но делать это не нужно —
если мы просто возьмем

u = −(γ + a)x,

то придем к уравнению

ẋ = −γx− bx3,

решения которого стремятся к нулю быстрее, чем
решения ẋ = −γx.

0.4.2 Отслеживание.

Рассмотрим представленную в нормальной
форме (145 с.61)-(147 с.61) вход-выход линеари-
зуемую систему со скалярными выходом и входом

η̇ = f0(η, ξ),

ξ̇ = Acξ + Bc
1

β(x)
[u− α(x)],

y = Ccξ.

Без потери общности будем считать, что
f0(0, 0) = 0. Требуется построить такое управле-
ние, чтобы выход y асимптотически отслеживал
задающее воздействие yR(t). Предполагается,
что

• функция yR(t) и ее производные до порядка
r ограничены при всех t ≥ 0, а y

(r)
R (t) кусочно

непрерывна;

• сигналы yR(t), . . . , y
(r)
R (t) доступны измере-

нию.

Если относительный порядок системы макси-
мальный, то она не имеет нетривиальной нулевой
динамики. В этом случае уравнения для η нужно
отбросить, а остальные рассуждения останутся в
силе. Пусть

YR =




yR
...

y
(r−1)
R


 , e=




ξ1 − yR
...

ξr − y
(r−1)
R


=ξ − YR.

Замена переменных e = ξ − YR влечет

η̇ = f0(η, e + YR),

ė = Ace + Bc

{
1

β(x)
[u− α(x)]− y

(r)
R

}
.

Обратная связь u = α(x)+β(x)[v + y
(r)
R ] приводит

нормальную форму к каскадному виду

η̇ = f0(η, e + YR),

ė = Ace + Bcv.

Поставленная цель управления достигается, ес-
ли v стабилизирует уравнение для e, обеспечивая
при этом ограниченност η(t). Линейная обратная
связь v = Ke, где K выбрано из соображений гур-
вицевости матрицы A+BK, в исходных терминах
описывается уравнением

u = α(x) + β(x)
{

K[T2(x)− YR] + y
(r)
R

}
, (162)

где T2 — последние r компонент диффеоморфиз-
ма T (x), который приводит систему к нормальной
форме. Замкнутая система имеет вид

η̇ = f0(η, e + YR), (163)
ė = (Ac + BcK)e. (164)

В случае минимально фазовой системы уравне-
ние η̇ = f0(η, ξ) локально вход-состояние устой-
чиво. Следовательно, при достаточно малых на-
чальных данных и задающем воздействии YR

функция η(t) будет ограниченной. Таким обра-
зом, обратная связь (162) решает задачу отслежи-
вания локально. Для глобального отслеживания
достаточно, чтобы уравнение η̇ = f0(η, ξ) было
глобально устойчиво от входа к состоянию. При
этом возникают те же проблемы, что и при ста-
билизации.
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0.5 Обратный ход (backstepping).

Начнем со специального случая обратного хо-
да для интегратора. Рассмотрим систему

η̇ = f(η) + g(η)ξ, (165)

ξ̇ = u, (166)

где (η′, ξ) ∈ Rn+1 — состояние, а u ∈ R — управ-
ление. Функции f : D → Rn и g : D → Rn —
бесконечно гладкие4 в области D ⊂ Rn, содер-
жащей начало координат, и f(0) = 0. Требует-
ся построить стабилизирующую обратную связь
(по состоянию). Рассматриваемую систему мож-
но представить блок-схемой на рис. 2,(a). Пред-
положим, что подсистему (165) можно стабили-
зировать гладкой обратной связью ξ = φ(η), где
φ(0) = 0. Это означает, что нулевое решение си-
стемы

η̇ = f(η) + g(η)φ(η)

асимптотически устойчиво. Предположим, что
известна гладкая положительно определенная
функция Ляпунова V (η), удовлетворяющая нера-
венству

∂V

∂η
[f(η) + g(η)φ(η)] ≤ −W (η) ∀η ∈ D, (167)

где W (η) — положительно определенная функ-
ция. Добавляя и вычитая g(η)φ(η) к правой части
(165), получаем

η̇ = [f(η) + g(η)φ(η)] + g(η)[ξ − φ(η)],

ξ̇ = u,

что соответствует рис. 2,(b). Замена переменных

z = ξ − φ(η)

приводит к уравнениям

η̇ = [f(η) + g(η)φ(η)] + g(η)z,

ξ̇ = u− φ̇,

как показано на рис. 2,(c). Переход от рис. 2,(a) к
рис. 2,(c) можнол рассматривать как выведение

4— для простоты, на самом деле достаточно существо-
вание нескольких производных.

∫

f(·)

g(η) + -- -

¾

6

∫
--u ξ

f(η)

η

∫

f(·) + g(·)φ(·)

g(η) + -- -

¾

6

∫
+-u ξ

−φ(η)

η- -
6

∫

f(·) + g(·)φ(·)

g(η) + -- -

¾

6

∫
+ -

−φ̇(η)

η- -
6

zu

(c)

(b)

(a)

Рис. 2: (a) — (165),(166), (b) — введение ψ(η), (c)
— выведение ψ(η) "обратным ходом"за интегра-
тор.

"обратным ходом"−φ(η) за интегратор. Посколь-
ку функции f, g и φ известны, производная от φ
по времени может быть определена из равенства

φ̇ =
∂φ

∂η
[f(η) + g(η)ξ].

Обозначив v = u− φ̇, приводим систему к каскад-
ному виду

η̇ = [f(η) + g(η)φ(η)] + g(η)z,

ż = v,

который отличается от исходного представления
системы тем, что нулевое решение первого урав-
нения асимптотически устойчиво при нулевом
входе. Это свойство можно использовать при син-
тезе управления v, стабилизирующего всю систе-
му. Используя

Va(η, ξ) = V (η) +
1

2
z2
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как функцию Ляпунова, получаем

V̇a =
∂V

∂η
[f(η) + g(η)φ(η)] +

∂V

∂η
g(η)z + zv ≤

≤−W (η) +
∂V

∂η
g(η)z + zv.

Выбор

v = −∂V

∂η
g(η)− kz, k > 0

гарантирует неравенство

V̇a ≤ −W (η)− kz2,

что доказывает асимптотическую устойчивость
нулевого решения замкнутой системы. Подстав-
ляя v, z и ψ̇, в исходных терминах получаем об-
ратную связь

u =
∂φ

∂η
[f(η) + g(η)φ(η)]− ∂V

∂η
g(η)− k[ξ − φ(η)].

(168)
Если все условия выполнены глобально и функ-
ция V (η) радиально неограничена, получаем гло-
бальную асимптотическую устойчивость. Подво-
дя итог, получаем следующую лемму.

Лемма 13.2. Рассмотрим систему (165
с.68),(166 с.68). Пусть φ(·) — такая функция,
что φ(0) = 0 и обратная связь ξ = φ(η) стаби-
лизирует замкнутую систему, и функция Ляпу-
нова V (η) удовлетворяет неравенству (167 с.68)
с некоторой положительно определенной функ-
цией W (η). Тогда обратная связь (168) стабили-
зирует нулевое решение системы (165 с.68),(166
с.68) с функцией Ляпунова V (η) + [ξ − φ(η)]2/2.
Если же все условия выполнены глобально и
функция V (η) радиально неограничена, то име-
ет место глобальная асимптотическая устой-
чивость.

Пример 13.6. Рассмотрим систему

ẋ1 = x2
1 − x3

1 + x2,

ẋ2 = u,

имеющий вид (165 с.68),(166 с.68) с η = x1, ξ =
x2. Скалярная подсистема

ẋ1 = x2
1 − x3

1 + x2

с входом x2 стабилизируется обратной связью

x2 = φ(x1)
def
= −x2

1 − x1,

поскольку при этом

ẋ1 = −x1 − x3
1

и функция V (x1) = x2
1/2 удовлетворяет неравен-

ству

V̇ = −x2
1 − x4

1 ≤ −x2
1 ∀x1 ∈ R.

Следовательно, по лемме 13.2 управление

u =
∂φ

∂x1

[x2
1 − x3

1 + x2]− ∂V

∂x1

− [x2 − φ(x1)] =

=− 2(x1 + 1)(x2
1 − x3

1 + x2)− x1 − (x2 + x2
1 + x1)

глобально стабилизирует систему с функцией Ля-
пунова

Va(x) = x2
1/2 + (x2 + x2

1 + x1)
2/2.

Пример 13.7. Рассмотрим систему

ẋ1 = x2
1 − x3

1 + x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = u,

которая от предыдущей отличается лишним ин-
тегратором. После первого шага обратным ходом
мы получаем, что первые два уравнения (с вхо-
дом x3) стабилизируются обратной связью

x3 =− 2(x1 + 1)(x2
1 − x3

1 + x2)− x1−
− (x2 + x2

1 + x1)
def
= φ(x1, x2)

с соответствующей функцией Ляпунова. Рассмат-
риваемая система имеет вид (165 с.68),(166 с.68)
при ξ = x3

η =

[
x1

x2

]
, f =

[
x2

1 − x3
1 + x2

0

]
, g =

[
0
1

]
.

Применив лемму 13.2 получаем, что обратная
связь

u =
∂φ

∂x1

[x2
1 − x3

1 + x2] +
∂φ

∂x2

x3−

− ∂V

∂x2

− [x3 − φ(x1, x2)]

глобально стабилизирует систему с функций Ля-
пунова

Va(x) =
x2

1 + (x2 + x2
1 + x1)

2 + [x3 − φ(x1, x2)]
2

2
.
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Перейдем теперь от (165 с.68),(166 с.68) к более
общему виду системы

η̇ = f(η) + g(η)ξ, (169)

ξ̇ = fa(η, ξ) + ga(η, ξ)u, (170)

где fa, ga — достаточно гладкие функции. Если
в рассматриваемой области ga(η, ξ) 6= 0, выбор
управления в виде

ua =
1

ga(η, ξ)
[ua − fa(η, ξ)] (171)

приводит (170) к уравнению интегратора ξ̇ = ua.
Таким образом, если для подсистемы (169) су-
ществует стабилизирующая обратная связь ξ =
φ(η) и функция Ляпунова V (η), удовлетворяю-
щая условиям леммы 3.2, то вместе с равенством
(171) эта лемма гарантирует, что управление

u =φa(η, ξ) =
1

ga(η, ξ)

{
∂φ

∂η
[f(η) + g(η)ξ]−

− ∂V

∂η
g(η)− k[ξ − φ(η)]− fa(η, ξ)

}
(172)

при некотором k > 0 будет для системы
(169),(170) стабилизирующим с функцией Ляпу-
нова

Va(η, ξ) = V (η) +
1

2
[ξ − φ(η)]2. (173)

Построение такого управления естественно на-
звать обратным ходом (backstepping) для произ-
вольной системы (169),(170) по аналогии с выне-
сением нелинейности за интегратор. Повторяя об-
ратный ход рекурсивно, можно стабилизировать
так называемые "strict-feedback" системы, кото-
рые описываются уравнениями

ẋ = f0(x) + g0(x)z1,

ż1 = f1(x, z1) + g1(x, z1)z2,

ż2 = f2(x, z1, z2) + g2(x, z1, z2)z3,

...
żk−1 = fk−1(x, z1, . . . , zk−1)+

+ gk−1(x, z1, . . . , zk−1)zk,

żk = fk(x, z1, . . . , zk) + gk(x, z1, . . . , zk)u.

Здесь x ∈ Rn, z1,...,k — скалярные величины,
f1,...,k(0) = 0. Будем предполагать, что в интере-
сующей нас области

gi(x, z1, . . . , zi) 6= 0, i = 1, 2, . . . , k.

Рекурсивная процедура начинается с подсистемы

ẋ = f0(x) + g0(x)z1,

входом которой служит z1. Предполагается из-
вестной такая функция φ0(x), что φ0(0) = 0 и
обратная связь z1 = φ0(x) стабилизирует систему
с функцией Ляпунова V0(x), для которой в рас-
сматриваемой области справедливы неравенства

∂V0

∂x
[f0(x) + g0(x)φ0(x)] ≤ −W (x)

с положительно определенной функцией W . Для
множества приложений переменная x скалярна,
что кардинально упрощает проблему стабилиза-
ции. Располагая функциями φ0(x) и V0(x), мы мо-
жем уже применять обратный ход единообразно.
Во-первых, рассмотрим систему

ẋ = f0(x) + g0(x)z1,

ż1 = f1(x, z1) + g1(x, z1)z2

как частный случай (169),(170) при η = x, ξ =
z1, u = z2, f = f0, g = g0, fa = f1, ga = g1.
Из (172),(173) получаем стабилизирующую об-
ратную связь и функцию Ляпунова

φ1(x, z1) =
1

g1(x, z1)

{
∂φ0

∂x
[f0(x) + g0(x)z1]−

− ∂V0

∂x
g0(x)− k1[z1 − φ0(x)]− f1(x, z1)

}
, k1 > 0,

V1(x, z1) = V0(x) +
1

2
[z1 − φ1(x)]2.

Теперь мы можем рассмотреть систему

ẋ = f0(x) + g0(x)z1,

ż1 = f1(x, z1) + g1(x, z1)z2,

ż2 = f2(x, z1, z2) + g2(x, z1, z2)z3

как частный случай (169),(170) при

ξ = z2, u = z3, fa = f2, ga = g2,

η =

[
x
x1

]
, f =

[
f0 + g0z1

f1

]
, g =

[
0
g1

]
.

Используя (157 с.65) и (158 с.65), получаем ста-
билизирующее управление и функцию Ляпунова

φ1(x, z1) =
1

g2

{
∂φ1

∂x
[f0 + g0z1] +

∂φ1

∂z1

[f1 + g1z2]−

− ∂V1

∂z1

g1 − k2[z2 − φ1]− f2

}
, k2 > 0,

V2(x, z1, z2) = V1(x, z1) +
1

2
[z2 − φ2(x)]2.
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Повторив этот процесс k раз, мы получим ста-
билизирующую обратную связь для всей систе-
мы u = φk(x, z1, z2, . . . , zk) и функцию Ляпунова
Vk(x, z1, z2, . . . , zk).

Пример 13.8. Рассмотрим систему со скаляр-
ными выходом и входом, имеющую специальную
нормальную форму

ẋ = f0(x) + g0(x)z1,

ż1 = z2,

...
żr−1 = zr,

żr = [u− α(x, z)]/β(x, z),

y = z1,

где x ∈ Rn−1, z1,...,r — скалярные величины,
β(x, z) 6= 0 при всех (x, z). (Специфичность нор-
мальной формы в первом уравнении). Поскольку
система имеет вид strict-feedback, для ее стабили-
зации можно применить обратный ход при усло-
вии, если имеется достаточно гладкая функция
φ0(x) и достаточно гладкая радиально неограни-
ченная функция Ляпунова V0(x), для которых
справедливо неравенство

∂V0

∂x
[f0(x) + g0(x)φ0(x)] ≤ −W (x)

с положительно определенной функцией W . Ес-
ли система минимально-фазовая, нулевое реше-
ние уравнения ẋ = f0(x) глобально асимптоти-
чески устойчиво и для функции Ляпунова V0(x)
справедливо неравенство

∂V0

∂x
f0(x) ≤ −W (x)

с положительно определенной функцией W , то
тогда можно взять φ0(x) = 0. В противном слу-
чае следует найти φ0(x) и V0(x). Таким обра-
зом, обратный ход позволяет стабилизировать и
неминимально-фазовые системы, если разрешима
задача стабилизации нулевой динамики.

Пример 13.9. Рассматривая пример 12.14, мы
показали, что система второго порядка

ẋ = −x + x2z,

ż = u

при достаточно больших γ > 0 полуглобально
стабилизируется обратной связью u = −γz. По-
пробуем получить глобальную стабилизацию с

помощью обратного хода. Для первого уравнения
при φ0(x) = 0 и V0(x) = x2/2 мы имеем

∂V0

∂x
[−x + x2φ0(x)] =

∂V0

∂x
(−x) = −x2 ∀x ∈ R.

Из (172 с.70) и (173 с.70) получаем

u = −(x3 + kz), k > 0

и

V (x, z) = (x2 + z2)/2.

Производная функции V вдоль траекторий за-
мкнутой системы будет

V̇ = −x2 − kz2,

откуда следует глобальная экспоненциальная
устойчивость.

Пример 13.10. В качестве вариации преды-
дущего примера расссмотрим систему5

ẋ = x2 − xz,

ż = u.

На этот раз первое уравнение не может быть
стабилизировано обратной связью z = φ0(x) =
0. Нетрудно видеть, однако, что использование
функций φ0(x) = x + x2 и V0(x) = x2/2 приво-
дит к равенству

∂V0

∂x
[x2 − xφ0(x)] = −x4 ∀x ∈ R.

Из (172 с.70) и (173 с.70) получаем

u = (1 + 2x)(x2 − xz) + x2 − k(z − x− x2), k > 0

и

V (x, z) = [x2 + (z − x− x2)2]/2.

Производная функции V вдоль траекторий за-
мкнутой системы будет

V̇ = −x4 − k(z − x− x2)2,

откуда следует глобальная экспоненциальная
устойчивость.

5С выходом y = z эта система будет неминимально-
фазовой, поскольку нулевое решение уравнения нулевой
динамики ẋ = x2 неустойчиво.


